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ABSTRAKT 
 Tato práce řeší problematiku vyrovnávání naměřených dat. Cílem této práce 
bylo vyrovnání naměřených veličin z elektrického bubnového sušiče prádla, tak aby 
vyhovovaly exaktně sestavenému matematickému modelu sušení. K řešení byla 
použita, při nelineárním vyrovnávání dat, podmíněna nelineární optimalizace. Celý 
výpočet je zpracován v prostření programu MATLAB a výstupem jsou grafy 
výsledných vyrovnaných veličin měřených na sušiči. Jmenovitě se jedná o vstupní a 
výstupní teplotu a relativní vlhkost, diferenciální tlak ve spalinovodu pro odvod 
vlhkého vzduchu z laboratoře, hmotnost sušeného prádla, atmosférického tlaku a 
elektrického příkonu. Dosažené řešení lze charakterizovat vyrovnaným množstvím 
odpařené vody. Hmotnost vlhkého resp. suchého prádla je 27,7 kg resp. 17,7 kg. 
Vypočtené množství odpařené vody z naměřených dat je ale téměř 18,8 kg. Při 
využití vyrovnaných dat je tato hodnota již 9,7 kg. Výsledkem této práce byla snaha o 
přiblížení naměřených dat k více reálnějším hodnotám. 
 
ABSTRACT 
 This thesis is focused on problem data reconciliation of measurements. The 
objective of this thesis was reconciled measured value from electric drum dryer to 
suit exactly to the mathematical model of drying. For solution was used nonlinear 
data reconciliation with constrained nonlinear optimization. The entire calculation is 
processed in programme MATLAB and outputs are graphs of reconciled values of 
measurement on dryer such as inlet and outlet temperature and humidity, differential 
pressure of exhaust moisture air, weight of laundry, atmospheric pressure and 
electric supply. Achieved solution can by characterized by an amount of evaporated 
water. Weight of wet and dry laundry are 27,7 kg a 17,7 kg. The calculated amount of 
evaporated water from measurements was almost 18,8 kg. With reconciled 
measurements it was 9,7 kg. Goals of the thesis were found more realistic values. 
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 V moderní době se využívá pro řízení velkých energetických zařízení, 
petrochemických procesů při zpracování ropy jako je např. rafinace, či obecně v 
procesním průmyslu stovky až tisíce veličin, kterými mohou být teplota, tlak, průtok, 
složení a další a tyto naměřené hodnoty se automaticky zaznamenávají za účelem 
řízení procesu, jeho optimalizace a vyčíslení ekonomické situace produkce. Všechny 
naměřené hodnoty jsou však zatíženy chybami, které způsobují konečné přesnosti 
měřících přístrojů. Vznikají tak veličiny zatížené náhodnou chybou. V případě 
poruchy či nezkalibrovanosti měřidel vzniká také hrubá chyba. Naměřené veličiny 
zatížené náhodnou chybou neodpovídají exaktně přírodní zákonů, např. že vstup se 
rovná výstupu (obecně matematickému modelu). Tyto hodnoty lze díky známé 
přesnosti měření opravit tak, aby vyhovovali exaktně matematickému modelu. 
Tomuto procesu říkáme vyrovnávání dat, při něm dochází ke zpřesnění naměřených 
dat opravami a vyrovnané veličiny odpovídají více realitě. Před vyrovnáváním dat se 
provádí kontrola, zda data neobsahují hrubou chybu, která by následné vyrovnávání 
zkreslovala a vyrovnané veličiny by již neodpovídali realitě. Spojení detekce hrubých 
chyb a vyrovnávání dat nazýváme validací dat. Validací dat, za účelem zvýšení 
přesnosti naměřených dat lze dosáhnout snížení nákladů na provoz a údržbu, což je 
jedním z klíčových faktorů, od kterého se odvíjí ekonomika společností.  
 Diplomová práce je rozdělená do dvou částí. V první části je přehled teorie o 
chybách měření, problematice detekce hrubých chyb a vyrovnávání dat. Jsou v ní 
uvedeny praktické příklady jak na detekci hrubých chyb, tak na vyrovnávání dat za 
lineárních, bilineárních, nelineárních a dynamických podmínek. V druhé části se 
nachází případová studie na vyrovnávání dat naměřených na elektrickém bubnovém 
sušiči prádla v Laboratoři energeticky náročných procesů v NETME centru. 
 Cílem této diplomové práce je zpracování přehledu problematiky vyrovnávání 
dat a detekce chyb v měření a následné aplikace nelineárního vyrovnávání dat na 
naměřené veličiny z bubnového sušiče pomocí vhodného softwarového nástroje (byl 
zvolen program Matlab).   
 Tato diplomová práce navazuje na autorovu bakalářskou práci, která byla na 
téma Vyrovnávání dat a detekce chyb v měření, v níž se autor zaměřil na 
vyrovnávání dat v ustálených lineárních systémech. V diplomové práci je 
problematika vyrovnávání dat rozšířena o vyrovnávání dat v nelineárních systémech 
a je zde i okrajově zmíněna problematika vyrovnávání dat v dynamických systémech. 
  
 Pro motivaci je zde uveden názorný příklad, který je rozebírán později. Jedná 
se o tepelný výměník s bypassem, kde jsou všechny průtoky měřené. Všechny 




Obr. U-1-1 Schéma příkladu výměníku s bypassem [1] 
 Jsou zde uvedeny dva případy, v prvním měření se nenachází hrubá chyba, 
ale v druhém měření je proud 2 zatížen hrubou chybou. Zde je patrné, že hrubá 
chyba má negativní vliv na výsledky vyrovnávání. U tohoto příkladu se jedná o 
lineární vyrovnávání dat. Je zde využito minimalizace oprav, které je probíráno dále. 















1 100 101,91 100,22 101,91 100,89 
2 64 64,45 64,50 68,45 65,83 
3 36 34,65 35,72 34,65 35,05 
4 64 64,20 64,50 64,20 65,83 
5 36 36,44 35,72 36,44 35,05 
6 100 98,88 100,22 98,88 100,89 




1 VALIDACE DAT 
 V této kapitole bude stručný a přehledný souhrn problematiky týkající se 
validace dat. Pojem validace dat znamená, že před samotným vyrovnáváním dat se 
naměřené data prověří, zda v nich nejsou přítomny hrubé chyby. 
 Tato kapitola je rozdělena do tří částí. První část je uvedení do teorie chyb, 
tj. jaké jsou druhy chyb a čím se tyto chyby vyznačují. V druhé části je rozvedena 
problematika detekce hrubých chyb. Poslední část je zaměřena na vyrovnávání dat. 
 V této kapitole autor čerpá ze své předešlé bakalářské práce [3] a dále z [1], 
[2]. 
 
1.1 Druhy chyb 
 Jak již bylo zmíněno v úvodu, každé měření je zatíženo náhodnou chybou. 
Ale v praxi se lze setkat i s měřeními, které jsou navíc zatíženy jinou než náhodnou 
chybou, což má negativní vliv na výsledky vyrovnávání a proto tyto chyby musí být 
detekovány a vyřazeny z dalšího zpracovávání. Zde se nachází stručný popis chyb a 
jejich rozdělení. 
 Absolutní chyba měření 𝛆 je definována vztahem 
 𝐱+ = ?̃? + 𝛆 (1.1)  
kde  𝐱+ je naměřená hodnota a ?̃? je hodnota skutečná. 




 (1.2)  




× 𝟏𝟎𝟎 (1.3)  
 V běžných provozech se nesetkáme s měřením jedné veličiny, ale obecně se 
jedná o I měřených veličinách (např. průtoků, teplot). Tyto veličiny mohou mít spojitý 
charakter (tlaky, teploty), nebo diskrétní (stanovené koncentrace z odebraných 




1.1.1 Čistě náhodné chyby 
 Čistě náhodnou chybou je taková chyba, která při stejných podmínkách 
měření může nabývat různé velikosti a různého znaménka. Hodnoty náhodné chyby 
oscilují kolem nuly. Můžeme ji popsat pomocí statistických vlastností náhodných 
veličin. Její střední hodnota je nulová 
 𝐄(𝛆) = 𝟎 (1.4)  
a její rozptyl je 
 𝐃(𝛆) = 𝐄(𝛆2) = 𝛔2 (1.5)  
kde 𝛔 je směrodatná odchylka chyby měření. Čím je směrodatná odchylka menší, 
tím je měření přesnější a je vyšší pravděpodobnost, že náhodná chyba bude blízko 
nule. 
 
Obr. 1-1 Ukázka možností kombinace středních hodnot a rozptylů [24] 
 Jednotlivě nemají žádné zákonitosti a jsou navzájem nezávislé. Jednotlivé 
hodnoty jsou nepředvídatelné a nezdůvodnitelné. Jsou typickým příkladem 
náhodných veličin. Pokud obsahují náhodnou chybu měření dvou odlišných veličin 1 
a 2, a jsou na sobě navzájem nezávislá, pak mají nulovou korelaci 
 𝐜𝐨𝐯(𝛆𝟏, 𝛆𝟐) = 𝐄(𝛆𝟏𝛆𝟐) = 𝟎 (1.6)  
Statistická nezávislost chyb a jejich nekorelovanost jsou totožné pouze pro chyby, 




Obr. 1-2 Normální rozdělení chyb (Gaussova křivka) [18] 
 Dalším posouzení nezávislosti náhodných chyb je stupeň asociace mezi 




 (1.7)  
 Vzhledem k tomu, že náhodné chyby mají nulovou střední hodnotu, je střední 
hodnota přímo měřené veličiny rovna hodnotě skutečné veličiny 
 𝐄(?̃? + 𝛆) = ?̃? (1.8)  
 V literatuře, jmenovitě Madron [2], se lze setkat i s rozšířením problematiky 
náhodných chyb a to pojmem Korelované náhodné chyby. Za předpokladu, že 
měření jednotlivý veličin je součet většího počtu náhodných nekorelovaných chyb a 
tyto elementární chyby se projeví současně u více měřených veličin, mluvíme o 
korelovaných náhodných chybách. Podrobněji a s příkladem je toto téma rozebíráno 
v autorově bakalářské práci [3]. 
 
1.1.2 Systematické chyby 
Systematické chyby jsou takové, jejichž hodnoty jsou v čase konstantní nebo 
mají deterministický průběh. Například jde o chybu způsobenou nedokonale 
seřízeným měřicím přístrojem (konstantní chyba), chybu lineárně závislou na čase 
v důsledku posunu nuly měřicího přístroje s časem (drift), chybu s periodickým 
průběhem v důsledku denního průběhu venkovní teploty apod. 
Systematické chyby můžeme dělit podle jejich zdrojů: 
 Chyby přístrojů – všechna zařízení mají určitou konečnou hranici přesnosti 
 Chyby chemikálií – všechny chemikálie obsahují určitá malá množství nečistot 
 Chyby metod – způsobené např. určitou rozpustností sraženin 
 Chyby subjektivní – způsobené obsluhou (lidský faktor) 
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Systematické chybě je zapotřebí se vyvarovat pečlivou kalibrací měřících 
přístrojů, použitím standardů. 
 
1.1.3 Hrubé chyby 
Hrubou chybou je ojediněle velká chyba, jež vznikla v důsledku nepozornosti, 
poruchy měřicího přístroje, chybného výpočtu, nepředvídatelné události apod. Svou 
velikostí se vymyká z řady ostatních chyb. Její vznik jakožto realizace náhodné chyby 
by byl velmi nepravděpodobný. Neodstraníme-li její příčinu vzniku, opakuje se a 
vzniká hrubá systematická chyba. 
Náhodné a v některých případech i systematické chyby jsou neoddělitelnou 
součástí naměřených hodnot. Jimi zatížená měření využíváme pro interpretaci 
výsledků měření, ale u měření zatížené hrubou chybou je nutno toto měření z dalších 
zpracování vyloučit, protože by ovlivnili výsledky vyrovnávání dat a řešení, které 
bychom obdrželi, by neodpovídalo skutečnosti. Významnou úlohu při získání 
správných výsledků má analýza naměřených dat z hlediska nalezení měření 
zatížených hrubou chybami a jejich vyloučení. 
 Hrubé chyby můžeme dělit na dva hlavní typy. Jedny se vztahují k výkonu 
měřicího přístroje a zahrnují zkreslení měření, drift (posun vztažné nuly s časem), 
nezkalibrovanost a totální selhání (poruchu) přístroje. Drift a nezkalibrovanost se řadí 
také do systematických chyb. Druhé se vztahují k vyjádřenému modelu a jsou to 
nevysvětlitelné (neočekávané) ztráty hmoty (materiálu) a energie v důsledku úniku 
z výrobního zařízení a nepřesnosti modelu v důsledku nepřesně zadaných parametrů 
(i malé nepřesnosti v modelu vedou k chybným výsledkům – odhadům). Některé 
případy hrubých chyb jsou znázorněny na Obr. 1-3. 
 
Obr. 1-3 Ukázka hrubých chyb [1] 
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 Pro úplnost je potřeba ještě uvést, že všechny systematické chyby lze zařadit 
do hrubých chyb, a tím pádem by šli chyby rozdělit do dvou kategorií - náhodné 
chyby a hrubé chyby. 
 
1.2 Detekce hrubých chyb 
 Platnost výsledků odhadů vypočítaných pomocí algoritmu k vyrovnávání dat 
spočívá na předpokladu, že rozpor mezi skutečnými hodnotami a hodnotami 
naměřenými je způsoben šumem měření a předpokládanou nejistotou. Přítomnost 
nezjištěných hrubých chyb poruší tento předpoklad a představuje zkreslení, které se 
promítne do výsledných odhadů. Hrubou chybou měření je rozuměno chyba větší, 
než je nejistota měření. Typická hrubá chyba zahrnuje nezkalibrovanost či selhání 
měřicího přístroje nebo únik provozní kapaliny. 
Základní statistické testy pro detekci hrubých chyb 
Hrubá chyba významně ovlivňuje přesnost jakékoliv průmyslové aplikace 
využívající procesní data. Stejně jako u vyrovnávání dat, detekce hrubých chyb 
(Gross Error Detection - GED) může být provedena, pouze když je znám model 
procesu, dostupnost procesního modelu působí jako zpětná kontrola měření. 
Existují tři kroky v zpracování hrubých chyb: 
 zjištění hrubých chyb, jsou-li přítomny 
 identifikace zdrojů těchto chyb (v měření (např. porouchaný senzor) nebo 
v procesech (např. úniky)) 
 kompenzace / odstranění těchto chyb 
Pokud je přítomna hrubá chyba v naměřených hodnotách, rovnice měření z 
 𝐱+ = ?̃? + 𝛆 (1.9)  
kde 𝐱+ je vektor naměřených hodnot, ?̃? je vektor skutečných hodnot, 𝛆 je vektor 
náhodných chyb, se změní na 
 𝐱+ = ?̃? + 𝛆 + 𝜹 (1.10)  
kde 𝛅 je vektor hrubé chyby. 
Vztah pro rezidua 𝐫, 
 𝐫 = 𝐀𝐱+ = 𝐀?̃?(= 𝟎) + 𝐀𝛆 = 𝐀𝛆 (1.11)  
je nezbytný pro detekci hrubých chyb (GED). Pro obecnější využití má vektor reziduí 
tvar  
 𝐫 = 𝐀𝐱+ + 𝐚 (1.12)  
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kde 𝐀 je lineární matice koeficientů měřených veličin a 𝐚 je vektor předem známých 
konstant. Ale ve většině případů pro lineární průtoky je vektor 𝐚 nulový, nicméně 
můžou být i případy veličin kde je předem přesně znám (např. u koncentrací je to 
vektor jedniček, protože právě součet všech koncentrací v proudu je vždy 1). Pokud 
má vektor náhodných chyb 𝛆 normální rozdělení s kovarianční maticí rozptylů 𝐅𝐱, pak 
vektor 𝐫 následuje vícerozměrné normální rozdělení s nulovou střední hodnotou a 
kovarianční matice rozptylů 𝐕 je dána vztahem 
 𝐕 = cov(𝐫) = 𝐀𝐅𝐱𝐀
T (1.13)  
Můžeme psát, že 𝐫~𝐍(𝟎, 𝐕). Když hrubé chyby nejsou přítomny, očekávaná hodnota 
těchto reziduí 𝐄(𝐫) je rovna nule, oproti opačnému případu, kdyby hrubá chyby byla 
přítomna. Z tohoto důvodu může být hypotéza GED formulována 
 
H0: E(𝐫) = 0
H1: E(𝐫) ≠ 0
 (1.14)  
kde H0 je nulová hypotéza, že v měření se nenachází žádná hrubá chyba a naproti 
tomu H1 je alternativní hypotéza o tom, že v procesu (systému) dochází k únikům 
nebo je přítomna chyba v měření. 
 
1.2.1 Global test 
 Global test, česky globální test, využívá pro posouzení přítomnosti hrubé 
chyby v měření testovací statistiku danou vztahem 
 𝛄 = 𝐫T𝐕−1𝐫 (1.15)  
Tato statistika má Pearsonovo rozdělení (chí-kvadrát rozdělení) 2(K) s K stupni 
volnosti, kde K je hodnost matice 𝐀 (K = h(𝐀)). Pokud je testovací kritérium zvoleno 

1−α
2 (K), kde 
1−α
2 (K) je kritická hodnota 2 rozdělení zvolená na hladině 
významnosti α, pak nulová hypotéza H0 je zamítnuta a hrubá chyba je detekována 
pokud γ ≥ 
1−α
2 (K).  
 
1.2.2 Constraint test 
 Neboli test omezení (podmínek). Vektor reziduí 𝐫 může být také využit 




        i = 1,2, … m (1.16)  
nebo psané vektorově (najednou) 
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 𝐳𝐫 = [diag(𝐕)]
−
𝟏
𝟐 𝐫 (1.17)  
kde diag(𝐕) je diagonální matice, jejíž diagonální prvky jsou Vii. Constraint nebo také 
Nodal test používá testovací statistiku zr,i pro zjištění přítomnost hrubé chyby. 
Statistiky zr,i mají normované normální rozdělení N(0,1). Nulová hypotéza H0 se 





kritická hodnota normovaného normálního rozdělení zvolená na hladině významnosti 
α (pro oboustranný test), a hrubá chyba bude detekována. 
 Na rozdíl od Global testu se v Constraint testu každá statistika testuje 
odděleně a tím vzniká m počet jednorozměrných testů. Vzhledem k tomu, že 
vícenásobné testy se provádějí za použití stejné kritické hodnoty (testovacího 
kritéria), vzrůstá pravděpodobnost zamítnutí některého z testů, zamítnutí nulové 
hypotézy, i když se v měření hrubá chyba nevyskytuje. Pravděpodobnost 
chyby I. typu bude vyšší než pro zvolenou hladinu významnosti α. Toho se lze 
vyvarovat použitím modifikované hladiny významnosti β 
 β = 1 − (1 − α)1/m (1.18)  




. Tím je 
zaručeno, že pravděpodobnost chyby I. typu, nesprávné zamítnutí nulové hypotézy 
H0, bude nižší nebo rovno α. 
Tato metoda předpokládá, že rovnice (vztahy) budou lineární a také, že 
všechny veličiny musí být měřené. Proto neměřené veličiny musí být z rovnic 
vyjmuty. 
 
1.2.3 Measurement test 
Tento statistický test, česky test měření, je založen na úpravě rozložení, u 
kterého jsou první procesní data vyrovnána. Poté jsou vyrovnaná data prozkoumány, 
jestli neobsahuje měření hrubou chybu. U této metody můžou být do modelu 
zahrnuty i neměřené veličiny. 
 Vektor oprav měření 𝐯 vychází z úpravy rovnice (1.26) a je dán vztahem 
 𝐯 = ?̂? − 𝐱+ (1.19)  
kde ?̂? je vektor vyrovnaných hodnot a 𝐱+ je vektor naměřených hodnot. Využitím 
tohoto řešení může být vektor oprav měření zapsán také jako 
 𝐯 = 𝐅𝐱𝐀
T𝐕−1𝐫 (1.20)  
jenž má (vícerozměrné) normální rozdělení 𝐍(𝟎, 𝐅𝐯), kde 
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 𝐅𝐯 = cov(𝐯) = 𝐅𝐱𝐀
T𝐕−1𝐅𝐱 (1.21)  





        j = 1,2, … n 
(1.22)  
známý jako Measurement test mající normované normální rozdělení N(0,1). Nulová 





 je kritická hodnota normovaného normálního rozdělení 
zvolená na hladině významnosti α (pro oboustranný test), a hrubá chyba bude 
detekována. 
 Pro nediagonální kovarianční matici 𝐅𝐱, lze využít tzv. vektor s maximální silou 
pro detekci hrubé chyby, který obdržíme vynásobením vektoru 𝐯 maticí 𝐅𝐱
−1 
 𝐝 = 𝐅𝐱
−1𝐯 (1.23)  
Poté 𝐝 má také normální rozdělení 𝐍(𝟎, ?̅?𝐯) a kovarianční matici 
 ?̅?𝐯 = cov(𝐝) = 𝐀
T(𝐀𝐅𝐱𝐀
T)−1𝐀T (1.24)  





      j = 1,2, … n 
(1.25)  
má normované normální rozdělení N(0,1). Nulová hypotéza H0 se zamítne, pokud 




 je kritická hodnota 
normovaného normálního rozdělení zvolená na hladině významnosti α, a hrubá 
chyba bude detekována. 
 Obdobně jako u Constraint testu se zavádí modifikované hladiny 





 Příklad na detekci hrubých chyb 
 Zadání je stejné, jako u motivačního příkladu v Úvodu. U tepelného výměníku 
s bypassem, kde jsou všechny průtoky měřené a všechny měření mají stejnou váhu 
(jsou stejně přesné), se nachází v měření hrubá chyba. Schéma výměníku je na Obr. 










1 100 101,91 100,89 
2 64 68,45 65,83 
3 36 34,65 35,05 
4 64 64,20 65,83 
5 36 36,44 35,05 
6 100 98,88 100,89 
Tab. 1-1 Naměřené a vyrovnané hodnoty měření u tepelného výměníku 
K detekci hrubých chyb budou použity všechny výše zmíněné testy. V Tab. 1-2 jsou 
uvedeny vypočtené hodnoty vektoru reziduí r, kovarianční matice 𝐀 a kovarianční 









-1,19 1 -1 -1 0 0 0 3 -1 -1 0 
4.25 0 1 0 -1 0 0 -1 2 0 -1 
-1.78 0 0 1 0 -1 0 -1 0 2 -1 
1.76 0 0 0 0 1 -1 0 -1 -1 3 
       3 -1 -1 0 
       -1 2 0 -1 
Tab. 1-2 Vektor reziduí a kovarianční matice 
Při vypočtení jednotlivých testů obdržíme výsledky uvedené v Tab. 1-3 
Global 
test 
Constraint test Measurement 
test 
16.674 0,6870 1,2533 
 3,0052 3,2047 
 1,2657 0,4940 
 1,0161 2,0004 
  1,6983 
  2,4577 
Tab. 1-3 Výsledky testů 
Zvolená hladina významnosti α = 5%. 
 U Global testu je testovací kritérium 
95
2 (4) = 9,488. Nulová hypotéza o 
nepřítomnosti hrubé chyby se zamítá, protože 16.674 ≥ 9,488 (γ ≥ 
0,95
2 (4)). 
 Pro Constraint testu je testovací kritérium Z0,975 = 1,96. Nulová hypotézu o 
nepřítomnosti hrubé chyby se zamítá pro druhý vztah, protože 3,0052 ≥ 1,96. 
(zr,2 ≥ Z0,975). 
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 Measurement test má testovací kritérium Z0,975 = 1,96. Nulová hypotézu o 
nepřítomnosti hrubé chyby se zamítá pro měření u proudu 2, 4 a 6. Pro 
modifikovanou hladinu významnosti β = 0,0085 s testovacím kritériem Z0,99575 =
2,6315 se zamítá nulová hypotézu o nepřítomnosti hrubé chyby pro měření u 
proudu 2. 
 
1.3 Vyrovnávání dat 
 Vyrovnáváním nadbytečných měření je myšlena jejich oprava tak, aby 
vyhovovala matematickému modelu měřeného zařízení (procesu). Nadbytečnými 
měřeními jsou taková, které při vyloučení z měření, lze dopočítat ze zbylých měření. 
Tím, že jsou měření nadbytečná a ne pouze právě určená, se naskýtá prostor pro 
jejich opravu tak, aby se vstupy rovnali výstupům. Význam vyrovnávání 
nadbytečných měření při zpracování dat získaných v průmyslových, chemických 
výrobnách je v podstatě dvojí. 
1) Vyrovnáváním dat lze využít veškeré informace, které jsou k dispozici. Za 
předpokladu, že by byla nadbytečná měření z dalšího zpracování vyloučena a 
tím se omezili na přímé výpočty neměřených veličin, informace obsažené 
v nadbytečných datech by byly tímto ztraceny. Vyrovnáváním nadbytečných 
dat se dosáhne jejich zpřesnění, které lze pozorovat na zmenšení rozptylu 
vyrovnané veličiny oproti naměřené veličině. 
2) Ještě významnější výhoda zpracování nadbytečných dat je v tom, že 
nadbytečná data jsou v důsledku přítomnosti chyb měření v rozporu 
s předpokládaným matematickým modelem měřeného zařízení či procesu 
(naměřené hodnoty nesplňují exaktně rovnice matematického modelu). 
K posouzení, zda matematický model měřeného objektu a předpokládaný 
model chyb si odpovídají, poslouží podrobný rozbor tohoto rozporu, tj. zda 
tento rozpor mezi naměřenými hodnotami a matematickým modelem lze 
odůvodnit v rámci předpokládaných chyb měření. 
Vyrovnávání nadbytečných měření znamená nalezení opravených hodnot 
naměřených veličin, popřípadě současný výpočet přímo neměřených veličin, jsou-li 
přítomny. Opravené hodnoty ?̂? jsou definovány vztahem 
 ?̂? = 𝐱+ + 𝐯 (1.26)  
kde prvky vektoru 𝐯 (tzv. opravy) mají následující vlastnosti: 
 rovnice matematického modelu jsou s opravenými hodnotami exaktně splněny 
 opravené hodnoty se od hodnot naměřených liší „co nejméně", tj. velikost 
oprav je určitým způsobem minimální. 
K nalezení vyrovnaných hodnot se v praxi používají vesměs dva principy – 
metoda nejmenších čtverců a princip maximální věrohodnosti. Za předpokladu, že 
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chyby mají normální rozdělení se středními hodnotami rovny nule, jsou oba principy 
ve svých důsledcích ekvivalentní. 
Kritérium minimalizace oprav je kvadratická forma Q: 
 Q = 𝐯T𝐅𝐱
−1𝐯 (1.27)  
kde 𝐅𝐱 je kovarianční matice chyb přímo měřených veličin. Opravy, u kterých nabývá 
Q minima (Qmin), přičemž matematické rovnice jsou exaktně splněny s takto 
opravenými hodnotami, jsou řešením úlohy o vyrovnávání nadbytečných dat měření 
(tzv. zobecněná metoda nejmenších čtverců). Jedná se tedy o minimalizaci 
kvadratické funkce (1.27), kde proměnné musí vyhovovat rovnicím matematického 
modelu. 
 Rovnice (1.27) lze přepsat do jiné podoby, na které je názorněji vidět 
minimalizace oprav naměřených veličin. Pokud není známá, je kovarianční matice 





 (?̂? − 𝐱+)T 𝐅𝐱
−1(?̂? − 𝐱+)  =  min
𝐱













 Při vyrovnávání je uvažováno, že známe tyto dva předpokládané modely: 
1) Model chyb 
 V uvažovaném modelu chyb naměřených veličin pro vyrovnávání dat jsou 
přítomny pouze náhodné chyby. Náhodné chyby jsou charakterizované střední 
hodnotou, kterou mají rovnou nule a rozptylem či směrodatnou odchylkou 
(odmocnina rozptylu). Náhodné chyby mají normálové rozdělení (Gaussovo 
rozdělení). Jsou popsány v kapitole (1.1.1). 
2) Matematický model 
Matematické modely lze rozdělit dle různých kritérií. Mohou být klasifikovány 
dle jejich charakteru a to na modely empirické (statistické) a mechanické (založené 
na použití přírodních zákonů, při předpokladu určitého mechanizmus změn), anebo 
dle toho, jak moc vystihují a popisují realitu, a to na modely přibližné (aproximativní) 
a modely přesné (exaktní). Modely exaktní jsou pak někdy nazývány jako přírodní 
zákony. Při nesouladu exaktně platného modelu s naměřenými daty jsou hledány 
chyby v datech nebo v podmínkách, za kterých byl exaktně platný model aplikován. 
Právě konfrontace naměřených dat s exaktně platným matematickým modelem je 
nazývána vyrovnávání dat. Pokud s vyrovnávání dat je prováděna i detekce hrubých 
chyb, celý proces se nazývá validací. U většiny případů se využívají bilance hmoty, 
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energie a případně modely fázové rovnováhy mezi vodou a vodní párou či bilanci 
dalších veličin. 
Při řešení se využívá technologické schéma výrobního procesu, kterým proudí 
materiál a přeměňuje se energie, to se člení na jednotky - uzly - spojené proudy 
hmoty a energie. Klasickým uzlem jsou aparáty (turbíny, výměníky, kotle) a jejich 
části. Spojení či rozdělení potrubních větví bývá nahrazeno uzly z důvodu 
bilancování. Bilance jednoho uzlu je základem většiny matematických modelů. 
Příklad bilančního uzlu je uveden na Obr. 1-4. 
 
Obr. 1-4 Příklad bilančního uzlu [3] 
Proudy se dělí na hmotové a energetické. Příklad hmotového proudu je napájecí 
voda nebo pára (typické pro energetické provozy). Energetické proudy reprezentují 
čistý přenos energie bez hmotového nosiče -  mohou to být ztráty tepla do okolí 
zářením (radiací) a vedením (kondukcí), tepelné toky ve výměnících tepla (mezi 
trubkovou a plášťovou stranou), práce na hřídeli vykonaná turbínou nebo práce 
dodávaná do čerpadel motory, elektrický výkon. U hmotové bilance lze průtoky 
v mnoha případech přímo měřit, na rozdíl od energetických toků, u nich je to spíše 
výjimka. 
 Pro každý uzel lze zapsat bilanční rovnice pro hmotu, energii či další veličiny. 
Obecně tyto rovnice jsou zapsány 
 součet vstupů + zdroj = součet výstupů + úbytek + akumulace (1.29)  
Zdrojem či úbytkem bilancované veličiny v systému je rozuměno vznik či zánik 
chemických komponent v důsledku chemických reakcí. Akumulací lze chápat jako 
nárůst bilancované veličiny v uzlu – například změna množství hmoty v zásobníku 
(může být i záporná). Pro veličiny, u nichž platí zákon zachování (hlavně hmoty a 
energie) jsou uvažovány zdroje a úbytky rovny nule. Procesy v ustáleném 
(stacionárním) stavu mají akumulaci zanedbatelnou, lze je zjednodušit a 
předpokládat ji rovnou nule. Pro ustálený proces se bilanční rovnice pro hmotu a 
energie zjednoduší na tvar 
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 součet vstupů = součet výstupů (1.30)  
 Matematický model může využívat tyto bilance: 
Hmotová bilance 
Hmotová bilance je nejrozšířenější bilancí. Při zaměření pouze na celkovou hmotu 
proudu a zanedbávání jeho chemického složení lze hovořit o jednosložkové bilanci. 
Rozlišuje-li se v proudu dvě či více látek (komponent), jejich bilancování se může 
provést odděleně, a tedy se jedná o bilanci vícesložkovou. Bilanci hmoty pro jeden 
uzel ve stacionárním stavu je zapsána jako 
 ∑ mi = ∑ mi
i,outi,in
 (1.31)  
tj. součet vstupních průtoků (i, in) je roven součtu výstupních průtoků (i, out), mi je 
průtok v proudu i. 
Látková bilance 
 Předpokládá se zachování jednotlivých látek v bilančním uzlu. Bude-li 
v systému K chemických látek, platí pro každý uzel K bilančních rovnic 
 ∑ mik = ∑ mik
i,outi,in
        k = 1,2, … K (1.32)  
kde mik je hmotový tok k-té látky v i-tém uzlu proudu spojeném s uzlem. 
V praxi je vyjádřen látkovými toky mik skrz celkový tok mi a hmotový zlomek k-té 
látky v i-tém proudu xik. 
 mik = mixik (1.33)  
Při bilancování všech látek přítomných ve směsi, musí platit mezi hmotovými 
zlomky v každém proudu tzv. normalizační rovnice 
 ∑ xik =
k
1         i = 1,2, … I (1.34)  
Látková bilance s chemickými reakcemi 
Pokud jsou ale přítomny chemické reakce, zákon zachování jednotlivých látek 
již neplatí. Vícesložková bilance uzlu v stacionárním stavu pak má tvar 
 součet vstupů + zdroj = součet výstupů (1.35)  
Předpoklad je, že v bilančním uzlu (reaktoru) probíhá R chemických reakcí. 
Stechiometrii těchto reakcí lze vyjádřit pomocí matice stechiometrických koeficientů 
𝐁, jejíž prvky Brk představují stechiometrické koeficienty k-té látky v r-té rovnici 





Sk = 0         r = 1,2, … R (1.36)  
kde Sk je k-tá látka. Hodnoty stechiometrických koeficientů závisí na použitých 
jednotkách pro bilancování. V chemii se využívají kilomoly (kmol), v technické praxi 
např. kilogramy. 
Zdroj pro k-tou látku v rovnici (1.35) lze vyjádřit vztahem 
 zk = ∑ Brk
r
xr         k = 1,2, … K (1.37)  
kde xr je tzv. rozsah r-té chemické reakce, udávající kolikrát v určitém časovém 
intervalu reakce v reaktoru proběhla. 
Bilance energie 
 Jak již bylo řečeno, proudy se dělí na energetické a hmotnostní. Energie 
náležící hmotovým proudům se skládá z více členů. 
 E = U + PV + Ekin + Epot (1.38)  
kde U je vnitřní energie, PV tlaková energie, Ekin kinetická energie, Epot potenciální 
energie gravitačního pole. 
 Součet vnitřní a tlakové energie lze nahradit stavovou veličinou entalpií 
(značenou H). 
 H = U + PV (1.39)  
Bilance energie pro daný uzel ve stacionárním stavu pak obecně můžeme zapsat 
jako 










 (1.40)  
kde Q jsou tepelné toky a W je mechanická práce. 
 
Pří řešení problematiky vyrovnávání dat záleží také na systémech, které mají 
být řešeny. Tyto systémy lze dělit dle obsahujících veličin (jen měřené nebo i 
neměřené) či obsahu hrubé chyby (není obsažena nebo je přítomna v naměřených 
datech).  A to na: 
1) Systémy se všemi veličinami měřenými 
 Nejjednodušší řešenou problematikou, která může během vyrovnávání dat 
nastat, je vyrovnávání průtoků v určitém systému. Nejprve bude předpoklad, že jsou 
všechny průtoky přímo měřeny. Měřené průtoky jsou zatížené neznámou náhodnou 
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chybou. Díky tomu si nejsou hmotové (materiálové) vstupy a výstupy v každé 
procesní jednotce ale také v celém systému rovny. Cílem vyrovnávání je provést 
drobné opravy měřených veličin tak, aby byli v souladu s hmotovou bilancí. 
Vyrovnané hodnoty měření se označují jako odhady a měly by být přesnější než 
naměřené hodnoty. Toho se hojně využívá v průmyslu, například při přesném 
určování průtoků vody či páry v rozváděcích podsystémech nebo v celých závodech 
jako je rafinerie či jaderná elektrárna. 
 Pro názornost je zde uveden příklad na vyrovnávání průtoků v tepelném 
výměníku s bypassem.  
Příklad 1 
 U tepelného výměníku s bypassem jsou všechny průtoky přímo měřeny se 
známou přesností. Bude předpokládáno, že naměřených data neobsahují hrubou 
chybu. V potaz se vezme pouze hmotová bilance - průtoky. Všechny měření mají 
stejnou váhu.  
 Výsledky vyrovnávání jsou uvedeny v Tab. 1-3. Veškeré výpočty jsou pak 
přidány do Přílohy 1. Schéma tepelného výměníku je na Obr. 1-5. 
 







1 100 101,91 100,22 
2 64 64,45 64,50 
3 36 34,65 35,72 
4 64 64,20 64,50 
5 36 36,44 35,72 
6 100 98,88 100,22 
Tab. 1-4 Vyrovnávání se všemi proudy měřeny 
 
2) Systémy s neměřenými veličinami 
 V předchozím případě jsme uvažovali, že všechny veličiny jsou měřené. 
Obvykle tomu tak ale není a měří se pouze určitý počet. Přítomnost neměřených 
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veličin komplikuje řešení a přináší nové pojmy, jako jsou pozorovatelnost (které 
neměřené veličiny můžeme odhadnout) a zda měřené veličiny mohou být vyrovnány. 
Jejich definice jsou: 
 Definice redundance: Měřená veličina je redundantní, pokud může být 
dopočítaná z ostatních měřených veličin. 
 Definice pozorovatelnosti: Neměřená veličina je pozorovatelná, pokud ji 
můžeme dopočítat z měřených veličin. 
 Pro názornost budou pojmy vysvětleny na následujícím Obr. 1-6 a v 
uvedeném příkladu níže. 
 
Obr. 1-6 Možnosti variant měřených a neměřených veličin [3] 
 U bilančního uzlu I jsou všechny veličiny měřené (1, 2, 3) a tudíž jsou tyto 
veličiny nadbytečné (redundantní, opravitelné). Pokud bude jedna měřená veličina 
vyloučena z měření, může být dopočítána z ostatních veličin. Všechny měření jsou 
zatížena chybou a nesplňují exaktně matematický model – součet vstupů se nerovná 
přesně součtu výstupů, proto se tyto veličiny opravují za pomoci vyrovnávání. 
U bilančního uzlu II jsou neměřené veličiny 5 a 6 neodhadnutelné (nestanovitelné, 
nepozorovatelné), nejsou k dispozici dostatečné informace o dění uvnitř uzlu, aby je 
bylo možno dopočítat.  Měřená veličina 4 je právě určená a tedy neopravitelná. U 
bilančního uzlu III je neměřená veličina 7 odhadnutelná, může být přímo dopočítána 
z měřené veličiny 4. 
 Příklad 2 
 Zadání je stejné jako u Příkladu 1, ale jsou zde tři různé varianty pro 
neměřené průtoky.  
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 Ve variantě 1 jsou neměřené proudy 3 a 4. Tyto neměřené proudy se mohou 
vyloučit a provést vyrovnávání všech měřených proudů. Měřené proudy 1, 2, 5, 6 
jsou tedy opravitelné. Jakmile jsou vyrovnané měřené proudy, lze přistoupit k 
dopočtení neměřených proudů 3 a 4, které jsou pozorovatelné. 
 Varianta 2 obsahuje neměřené průtoky 3, 4, 5, 6. Nyní již není dostatek 
měřených průtoků pro jejich vyrovnávání a tudíž měřené průtoky 1 a 2 jsou 
neopravitelné. Lze však díky nim dopočítat neměřené průtoky 3, 4, 5, 6, které jsou 
tede pozorovatelné. 
 V poslední Variantě 3 jsou neměřené proudy 2, 3, 4, 5. Měřené průtoky 1a 2 
lze vyrovnat a jsou opravitelné (redundantní). Avšak již není dostatek informací pro 
dopočítání neměřený proudů 2, 3, 4, 5, které jsou tedy ne pozorovatelné. 
 Všechny výsledky k Příkladu 2 jsou uvedeny v tabulce Tab. 1-4. Veškeré 





















Neměří se proudy 3 a 
4 
Varianta 2 
Neměří se proudy 3, 4, 
5, 6 
Varianta 3 














1 100 101,91 100,49 101,91 101,91 101,91 100,395 
2 64 64,45 64,25 64,45 64,45 - - 
3 36 - 36,24 - 37,46 - - 
4 64 - 64,25 - 64,45 - - 
5 36 36,44 36,24 - 37,46 - - 
6 100 98,88 100,49 - 101,91 98,88 100,395 
Tab. 1-5 Vyrovnávání s proudy měřenými i neměřenými 
3) Systémy zatížené hrubou chybou 
 V případech uvedených výše jsme neuvažovali, že by měřené veličiny byly 
zatížené hrubou chybou či zkreslením. Ale pokud budou měření zatížená hrubou 
chybou, vyrovnáváním sice snížíme chyby měření, ale kvůli přítomnosti hrubé chyby 
budou výsledky zkresleny a nebudou odpovídat realitě. Proto je zapotřebí provádět 
detekci hrubých chyb a následné vyřazení měření hrubou chybou zatížená, abychom 
obdrželi správné řešení blížící se realitě. Detekce hrubých chyb v měření spojená 
s vyrovnáváním dat se nazývá validací dat. 
 Pro názornost je zde uveden příklad na vyrovnávání průtoků v tepelném 
výměníku s bypassem a měřením zatíženého hrubou chybou. 
Příklad 3 
 Zadání je stejné jako u Příkladu 1. S výjimkou průtoku 2, který je zatížen 
hrubou chybou a místo hodnoty 64,45 je zde 68,45. 
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 Kdyby bylo provedeno vyrovnávání dat i s veličinami zatíženými hrubou 
chybou, byly by výsledné hodnoty zkresleny a neodpovídali by realitě. Toto je možné 
vidět ve výsledcích vyrovnávání dat v Tab. 1-3. Proto je nutné všechny hrubé chyby 
vyloučit a následné vyrovnávání provést bez veličin, v tomto případě bez průtoku 2, 
zatížených hrubou chybou a vyloučené veličiny posléze dopočítat. Posouzení dat na 
přítomnost hrubé chyby v měření se provádí pomocí testů na detekci hrubých chyb 
uvedených ve stejnojmenné kapitole Detekce hrubých chyb. 
 Všechny výsledky k Příkladu 3 jsou uvedeny v tabulce Tab. 1-5. Veškeré 
výpočty jsou v Příloze 1. 
Proud Skutečné 
hodnoty 
Při použití všech průtoků 
(včetně průtoku 2) 
Při vyloučení průtoku 2 









1 100 101,91 100,89 101,91 100,23 
2 64 68,45 65,83 - 64,53 
3 36 34,65 35,05 34,65 35,71 
4 64 64,20 65,83 64,20 64,53 
5 36 36,44 35,05 36,44 35,71 
6 100 98,88 100,89 98,88 100,23 
Tab. 1-6 Vyrovnávání dat zatížené hrubou chybou 
 Zadání příkladů bylo čerpáno z Narasimhan, Jordache [1]. 
1.3.1 Lineární model 
 Ustáleným stavem je myšleno, že u měřených hodnot zaznamenáváme pouze 
drobné kolísání v okolí nominálních hodnot v důsledku náhodných chyb nebo 
drobných regulačních zásahů. Děje, které se odehrávají v řešeném systému (např. 
tepelný výměník) lze nahradit lineárním modelem, který jej přesně popisuje.  
 Předpokládejme, že u myšleného tepelného výměníku budeme měřit průtoky a 
střední teploty všech proudů. Tak, že máme více měření, než jsou potřeba pro 
provedení optimalizace. Je možné zanedbat nějaké měření a použít pouze měření 
vstupních průtoků a vstupních středních teplot všech proudů pro určení optimálních 
rozdělení surových proudů. Nicméně protože všechna měření obsahují náhodnou 
chybu, při optimalizaci použitím takovýchto měření nezískáme nezbytně 
předpovídané zisky, které z nich plynou. 
 Právě proto používáme vyrovnávání dat a detekci hrubých chyb, abychom 
získali přesnější data odpovídající realitě vyrovnáním všech proudů (nadbytečných 
měření), případně zjistili přítomnost hrubých chyb, které musí být vyřazeny, protože 
zkreslují vyrovnaná data. 
Z měření máme k dispozici předběžně zpracovaná data, které zahrnují 
vypočítání základních statistických charakteristik (průměry, rozptyly), posouzení 
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získaných časových řad (zda jde o stacionární děj či nikoliv) a posouzení z hlediska 
přítomnosti hrubých chyb. Ty obsahují buď odhady středních hodnot v proměnných 
časových úsecích, jde-li o měření ve stacionárním nebo kvazistacionárním stavu, a 
nebo integrální hodnoty veličin charakterizující vstupy a výstupy, akumulaci atd. 
mluvíme-li od měření v neustáleném stavu. 
 Dále předpokládejme, že je znám matematický model, který reprezentuje 
soustava lineárně nezávislých rovnic, v níž jsou obsaženy veličiny přímo měřené, 
přímo neměřené a předem přesně známé konstanty. 
 𝐀𝐱 +  𝐁𝐲 +  𝐚 =  𝟎 (1.41)  
kde 𝐱 je vektor přímo měřených veličin   rozměr: (I x 1) 
 𝐲 je vektor přímo neměřených veličin  rozměr:  (J x 1) 
 𝐚 je vektor konstant (předem známé) 
 𝐀 a 𝐁 jsou matice konstant (předem známé) rozměr: 𝐀(K x I), 𝐁(K x J) 
V této kapitole bude použito dále toto označení: 
 I počet přímo měřených veličin (vektor x) 
 J počet přímo neměřených veličin (vektor y) 
 K počet rovnic matematického modelu 
 +  jako horní index pro naměřené hodnoty: 𝐱+ 
 ~  nad symbolem pro skutečné hodnoty: ?̃? 
 ∧  nad symbolem pro hodnoty odhadnuté: ?̂? 
Zda lze všechny přímo neměřené veličiny stanovit na základě přímo 
naměřených veličin, odhadnout je s konečným rozptylem, rozhoduje hodnost matice 
𝐁. Nutnou a postačující podmínkou stanovitelnosti vektoru 𝐲 je platnost rovnice 
h(𝐁) = J, tj. 𝐁 musí mít plnou hodnost. Kdyby platilo, že h(𝐁) < J, tak by alespoň 
některé z neměřených veličin byli nestanovitelné. Dále se omezíme pouze na 
případy, kdy vektoru 𝐲 je identifikovatelný. 
Pokud počet rovnic matematického modelu je roven počtu přímo neměřených 
veličin, tj. K = h(𝐁) = J, pak neměřené veličiny lze dopočítat přímým řešením 
soustavy (1.41) vzhledem k vektoru 𝐲 -  to se nazývá přímý výpočet neměřených 
veličin. Pokud je počet rovnic větší než počet neměřených veličin, tj. K = h(𝐀, 𝐁) > J, 
pak je soustava rovnic s naměřenými hodnotami přeurčena a obvykle ji nelze řešit 
přímo vzhledem k vektoru 𝐲 a jedná se o odhad neměřených veličin. Odhad 
vektoru 𝐲 se získává tzv. vyrovnáváním (naměřené veličiny se opraví tak, že vznikne 
řešitelná soustava rovnic). 
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Během vyrovnávání se hodnoty všech (v případě přítomnosti pouze 
opravitelných veličin) nebo některých (když jsou přítomny i neopravitelné veličiny) 
přímo měřených veličin opraví, vyrovnají. Opravitelné jsou ty veličiny, které při jejich 
vyloučení z měřených do neměřených veličin, můžeme dopočítat (odhadnout), jsou 
tedy nadbytečné (redundantní). Veličiny, které mají opravy vždy nulové, jsou 
neopravitelnými veličinami (právě určenými). Během vyrovnávání dojde ke zvýšení 
přesnosti odhadů. 
 Tato klasifikace veličin může být někdy jen formální, protože při procesu 
zpracovávání dat se může nastat situace, že odhadnutelná veličina má tak malou 
přesnost (má velký rozptyl hodnot), že z praktického hlediska je neodhadnutelná. 
Stejně tak opravy některé opravitelné veličiny mohou být z praktického hlediska 
zanedbatelné. Názorná ukázka klasifikace veličin byla probírána výše v příkladech u 
systémů se všemi veličinami měřenými a s veličinami měřenými i neměřenými. Tyto 
možnosti jsou na Obr. 1-7.  
 
Obr. 1-7 Rozdělení veličin 
 
Teorie měření, stejně tak jako matematická statistika vychází z existence 
množiny veličin, přičemž informaci o některých z nich získáváme (odhadujeme) 
přímým měřením. Přímo neměřené veličiny nazýváme parametry modelů, a buď jsou 
fyzikální povahy, nebo jde o tzv. statistické parametry charakterizující vlastnosti 
náhodných veličin (např. rozptyl, střední hodnota). Samotné zjištění parametrů na 
základě naměřených dat se nazývá odhad parametrů. Parametry, které můžeme 
z naměřených dat odhadnout (s konečným rozptylem), nazýváme odhadnutelné, na 
rozdíl od parametrů neodhadnutelných. Odhadem označujeme také zjištění veličin 
přímým měřením ale i v procesu vyrovnávání nadbytečných měření. Odhad 
nadbytečných přímých měření je tzv. vyrovnávání. 
O chybách v této kapitole budeme předpokládat, že budou realizacemi náhodných 
veličin s nulovou střední hodnotou 
 E(εx) = 0 (1.42)  
a regulární kovarianční matici 𝐅𝐱 pro jejíž prvky platí 
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 Fxij = cov(εx , εy) =  E(εx , εy) (1.43)  
Předpoklad o regularitě matici 𝐅𝐱 lze akceptovat ve většině případů (mezi chybami 
neexistuje exaktně platná lineárně deterministická závislost). 
 Dalším předpokladem je, že matici 𝐅𝐱 známe, nebo že je známá alespoň 
matice vah 𝐖 jí úměrná podle vztahu 
 𝐅𝐱 = σ
2𝐖 (1.44)  
kde σ2 je neznámý koeficient. U matice W se jedná nejčastěji o případ známých 
poměrů přesností jednotlivých měření. 
 Je patrné, že převrácené hodnoty čtverců směrodatných odchylek (rozptylů), 
tzv. váhy, nám zaručují, že přesnější hodnoty budou opravovány méně, než ty méně 




2 (1.45)  
Jsou-li chyby měření nekorelovány (jedná se o nejčastější případ při zpracování dat), 
matice 𝐅𝐱 je diagonální s rozptyly chyb měření na diagonále. Jsou-li všechna měření 
stejně přesná a chyby měření jsou nekorelované, matici 𝐖 je jednotková. Budeme 
uvažovat dle zákonu rozdělení náhodných chyb, že chyby mají I-rozměrné normální 
rozdělení 𝐍𝐈(𝟎, 𝐅𝐱). Vždy budeme uvažovat dvě varianty a to, buď je známá 
kovarianční matice 𝐅𝐱 nebo jí úměrná matice 𝐖. 
 
Vyrovnávání přímo měřených veličin 
 V této podkapitole je za úkol odhadnout vektor 𝐱 = (x1, … , xI)
T, jehož hodnoty 
mohou být sice přímo měřeny, musí však splňovat K podmínek. Neměřené veličiny 
se zde nevyskytují a obecný lineární model (1.41) má tedy v tomto případě tvar 
 𝐀𝐱 +  𝐚 =  𝟎 (1.46)  
Pro hodnost matice 𝐀(K x L) nechť platí h(𝐀) = K < L. Pokud by matice 𝐀 neměla 
plnou hodnost, tj. h(𝐀) < K, lineárně závislé řádky matice 𝐀 by se z matematického 
modelu vyloučily. 
 Za uvedených předpokladů pro opravy 𝐯 platí vztah 
 𝐯 = −𝐅𝐱𝐀
T(𝐀𝐅𝐱𝐀
T)−1(𝐚 + 𝐀𝐱+) (1.47)  
kde 𝐯 má normální rozdělení 𝐍𝐈(𝟎, 𝐅𝐯). Matici 𝐅𝐯 se vypočte dle vztahu 
 𝐅𝐯 = 𝐅𝐱𝐀
𝐓(𝐀𝐓𝐅𝐱𝐀)
−𝟏𝐀𝐅𝐱 (1.48)  
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má hodnost K a je singulární (singulární matice je taková čtvercová matice, jejíž 
determinant je roven nule, tj. det 𝐅𝐯 = 0, řádky matice jsou lineárně závislé). 
 Hodnota Qmin vypočtená z rovnice (1.27) za předpokládaného normálního 
rozdělení chyb má Pearsonovo rozdělení (chí-kvadrát rozdělení) 𝟐(K) s K stupni 
volnosti.  
Vektor vyrovnaných hodnot ?̂? je po dosazení oprav 𝐯 do rovnice (1.26) 
 ?̂? = 𝐱+ + 𝐯 = −𝐅𝐱𝐀
T(𝐀𝐅𝐱𝐀
T)−1𝐚 + [𝐈 − 𝐅𝐱𝐀
T(𝐀𝐅𝐱𝐀
T)−1𝐀]𝐱+ (1.49)  
kde 𝐈 je jednotková matice. Vektor ?̂? vypočtený z této rovnice je nestranným 
odhadem skutečné hodnoty ?̃?. Jeho prvky jsou realizacemi náhodných veličin s 
normálním rozdělením 𝐍𝐈(?̃?, 𝐅?̂?), kde 
 𝐅?̂? = [𝐅𝐱 − 𝐅𝐱𝐀
T(𝐀𝐅𝐱𝐀
T)−1𝐀𝐅𝐱] (1.50)  
má hodnost (I − K), tj. je singulární. 
 
Vypočet přímo neměřených veličin 
 V následující podkapitole bude rozebrán případ, kde soustava rovnic 
matematického modelu je právě postačující pro výpočet přímo neměřených veličin. 
To znamená, že v obecném lineárním modelu (1.32) je počet přímo neměřených 
veličin roven počtu rovnic a současně hodnosti matice 𝐁, tj. K = h(𝐁) = J. Model 
(1.32) upravíme do tvaru 
 𝐁𝐲 =  − 𝐀𝐱 −  𝐚 (1.51)  
Jelikož matice 𝐁 je čtvercová a regulární, řešení bude získáno násobením rovnice 
(1.51) maticí 𝐁−𝟏 zleva 
 ?̂? =  −𝐁−1 𝐀𝐱 − 𝐁−1 𝐚 (1.52)  
Přičemž vektor 𝐚 je přesně znám, potom pro chyby přímo neměřených veličin platí 
 𝛆?̂? =  −𝐁
−1 𝐀𝛆𝐱 (1.53)  
kde je 𝛆𝐱 vektor chyb přímo měřených veličin. Jde o šíření chyb při výpočtu lineárních 
funkcí a pro kovariační matici přímo neměřených veličin platí 
 𝐅?̂? = 𝐁
−1𝐀𝐅𝐱𝐀
T(𝐁−1)T (1.54)  
Vztah (1.54) udává bodový odhad přímo neměřených veličin. Za stávajícího 
předpokladu, že chyby 𝛆𝐱 mají normální rozdělení, také chyby 𝛆?̂? mají normální 




Odhad přímo neměřených veličin z nadbytečných měření 
Nyní má být odhadnut vektor přímo neměřených veličin 𝐲. Ten však souvisí 
s vektorem přímo měřených veličin 𝐱 prostřednictvím K nezávislých lineárních vztahů 
 𝐁𝐲 = 𝐱 (1.55)  
Jedná se o zvláštní případ obecného lineárního modelu (1.27), kde vektor a je nulový 
a matice 𝐀 je záporná jednotková. Předpoklady pro řešení jsou, že počet přímo 
měřených veličin je roven počtu rovnic matematického modelu, tj. I = K, dále hodnost 
matice 𝐁 je rovna počtu přímo neměřených veličin a zároveň menší než počet přímo 
měřených veličin, tj. h(𝐁) = J < I. Pokud by ale platilo, že hodnost matice 𝐁 je menší 
než počet přímo neměřených veličin, tj. h(𝐁) < 𝐽, vektor y by byl neodhadnutelný. A 
v případě, že počet přímo měřených veličin je roven počtu přímo neměřených veličin, 
tj. I = J, jednalo by se o případ přímého výpočtu neměřených veličin probraný dříve. 
 U této úlohy je cílem zpracováním dat odhad hodnot přímo neměřených 
veličin 𝐲 a vyrovnání naměřených veličin 𝐱+. Bude uvažovat dva případy. U prvního 
případu budeme předpokládat, že kovarianční matice chyb měření 𝐅𝐱 je známá a 
v druhém případě kovarianční matice chyb měření 𝐅𝐱 nebude známá, ale bude 
známá matice 𝐖 z rovnice (2.17). 
 Při známé kovarianční matici měřených veličin 𝐅𝐱, lze vypočítat odhad přímo 
neměřených veličin ?̂? ze soustavy rovnic 
 𝐁T𝐅𝐱
−1𝐁?̂? = 𝐁T𝐅𝐱
−1𝐱+ (1.56)  
po úpravě rovnice (1.56) má odhad přímo neměřených veličin ?̂? tvar 
 ?̂? = (𝐁T𝐅𝐱
−1𝐁)−1𝐁T𝐅𝐱
−1𝐱+ (1.57)  
přičemž ?̂? má normální rozdělení 𝐍𝐊(?̃?, 𝐅?̂?), kde regulární kovarianční matice 𝐅?̂? 
 𝐅?̂? = (𝐁
T𝐅𝐱
−1𝐁)−1 (1.58)  
(regulární matice je taková čtvercová matice, jejíž determinant není roven nule, tj. 
det 𝐅𝐯 ≠ 0, řádky matice jsou lineárně nezávislé). 
 Vektor vyrovnaných měřených veličin ?̂? obdržíme dosazením vektoru 
odhadnutých (vyrovnaných) neměřených veličin ?̂? do rovnice (1.55) 
 ?̂? = 𝐁?̂? = 𝐁(𝐁T𝐅𝐱
−1𝐁)−1𝐁T𝐅𝐱
−1𝐱+ (1.59)  
tento vektor vyrovnaných měřených veličin ?̂? má normální rozdělení 𝐍𝐈(?̃?, 𝐅?̂?) se 
singulární maticí 
 𝐅?̂? = 𝐁(𝐁
T𝐅𝐱
−1𝐁)−1𝐁T (1.60)  
Vektor oprav zjevně vyplývá z dříve uvedeného vztahu, rovnice (1.26), 𝐯 = ?̂? − 𝐱+. 
Hodnota kvadratické formy kritéria minimalizace oprav Qmin, definovaná rovnicí 
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(1.27), má za předpokladu normálního rozdělení chyb Pearsonovo rozdělení (chí-
kvadrát rozdělení) náhodných veličin 𝟐 s (I − J) stupni volnosti. 
 V autorově bakalářské práci [3] jsou upraveny vztahy pro případ, kdy není 
známá kovarianční matice 𝐅𝐱 , ale je známá matice 𝐖 dle rovnice (1.44). 
 
Obecný lineární model 
 Doposud byli zmíněné dva typy matematických modelů pro vyrovnávání dat, a 
to Vyrovnání přímo měřených veličin a Odhad přímo neměřených veličin 
z nadbytečných měření. Ty umožňovali řešení praktických problémů, jsou ale 
nedostačující pro všechny případy, s nimiž se lze setkat. Pro tyto případy je zde 
uveden obecný lineární model 
 𝐚 + 𝐀𝐱 +  𝐁𝐲 =  𝟎 (1.61)  
Při jeho zjednodušení, by bylo dosaženo již dříve zmíněných matematických modelů. 
 Bude předpokládáno, že všechny neměřené veličiny jsou odhadnutelné, tj. 
h(𝐁) = J, a že alespoň některé naměřené veličiny jsou nadbytečné, tj. h(𝐀, 𝐁) = K a 
dále I > K − J > 0 (počet přímo měřených veličin (vektor 𝐱) je větší než rozdíl počtu 
rovnic matematického modelu a počtu přímo neměřených veličin (vektor 𝐲) a tento 
rozdíl je větší než nula). Matice jsou typu 𝐀(K × I), 𝐁(K × J). 
 Odhady ?̂? a ?̂? skutečných vektorů (hodnot přímo měřených i neměřených) ?̃? a 







) + (𝐚 + 𝐀𝐱
+
𝟎
) = 𝟎 (1.62)  
 𝐯 = 𝐅𝐱𝐀
T𝛌 (1.63)  
 ?̂? = 𝐱+ + 𝐯 (1.64)  
zde 𝛌 představuje vektor Lagrangeových multiplikátorů. 












) (1.65)  
Řešení obecného lineárního modelu pak vypadá následovně 
 𝛌 = −𝐀𝐅𝐱𝐀
T(𝐚 + 𝐀𝐱+) (1.66)  
 ?̂? = −(𝐁T𝐅𝐱
−1𝐁)−𝟏𝐁T𝐅𝐱
−1(𝐚 + 𝐀𝐱+) (1.67)  
 𝐯 = 𝐅𝐱𝐀
T𝛌 = −𝐅𝐱𝐀
T𝐀𝐅𝐱𝐀
T(𝐚 + 𝐀𝐱+) (1.68)  
34 
 
 ?̂? = 𝐱+ + 𝐯 (1.69)  
odhad ?̂? je náhodný vektor s rozdělením 𝐍𝐉(?̃?, 𝐅?̂?), kde 
 𝐅?̂? = (𝐁
T𝐅𝐱
−1𝐁)−1 (1.70)  
Hodnost matice 𝐅?̂? je rovna nanejvýš J. Jestliže kromě výše uvedených podmínek 
(h(𝐀, 𝐁) = K a I > K − J > 0) platí taká I > K = h(𝐀), hodnost matice 𝐅?̂? je rovna 
právě J a matice je regulární. 
 Vektor oprav 𝐯 daný výše zmíněnou rovnicí (1.68) má normální rozdělení 
𝐍𝐈(𝟎, 𝐅𝐯), ve kterém je singulární matice dána vztahem 
 𝐅𝐯 = 𝐅𝐱𝐀
𝐓𝐀𝐅𝐱𝐀
T𝐀𝐅𝐱 (1.71)  
Hodnota kritéria minimalizace oprav Qmin definovaná rovnicí (1.27) má za 
předpokladu normálního rozdělení chyb Pearsonovo rozdělení (chí-kvadrát 
rozdělení) náhodných veličin 𝟐 s (K − J) stupni volnosti. 
 Vektor vyrovnaných hodnot ?̂?, který je daný rovnicí (1.69), má normální 
rozdělení 𝐍𝐈(?̃?, 𝐅?̂?), kde singulární matice má tvar 
 𝐅?̂? = 𝐅𝐱 − 𝐅𝐱𝐀
T𝐀𝐅𝐱𝐀
T𝐀𝐅𝐱 (1.72)  
její hodnost je [I − (K − J)]. 
 
 Lineární vyrovnávání dat u systémů s měřenými i neměřenými veličinami lze 
provádět také pomocí projekční matice. Ta zaručí vyřazení neměřených veličin z 
rovnice (1.61) a díky tomu se mohou vyrovnat nadbytečné (redundantní) měřené 
veličiny a poté dopočítat veličiny neměřené, které jsou odhadnutelné. Tuto metodu 
zmiňuje Narasimhan, Jordache [1]. 
 Na Obr. 1-8 je vidět, co vše je zapotřebí znát při vyrovnávání dat (platí 
obecně) a co při vyrovnávání dat získáme za výstupy. Pojmem další informace lze 
chápat, že v případě lineárního vyrovnávání dat lze dopočítat také odhady 




Obr. 1-8 Schéma [3] 
Příklad na lineární vyrovnávání dat 
 Mazut je čerpán z výroby mazutu do dvou zásobníků, A a B (proudy 1 a 2). Ze 
zásobníků je mazut čerpán dále do směšovače (proudy 3 a 4). Ze zásobníku B je 
kromě toho mazut čerpán do provozního souboru zpracování sazové vody (proud 5). 
Ze směšovače je mazut veden do provozního souboru zplyňování mazutu (proudy 6 
až 10). Akumulace v zásobnících budeme brát jako fiktivní proudy 11 a 12. Průtoky 
všech proudů jsou měřeny. Úkolem je naměřené hodnoty vyrovnat tak, aby 
vyhovovaly bilančním rovnicím kolem jednotlivých uzlů. Poněvadž hustota mazutu je 
konstantní, bilanci lze sestavit v objemových jednotkách (integrály průtoku a 
akumulace). Schéma celého procesu je na Obr. 1-9. Zadání převzato z [2], řešení 




Obr. 1-9 Schéma měření průtoku mazutu [3] 





















1 3849 19,245 14,83726 3863,837 9,86720 0,5127 
2 1848 9,24 -14,5155 1833,484 5,87232 0,6355 
3 3825 19,125 -9,45607 3815,544 9,40089 0,4915 
4 1362 6,81 8,543553 1370,544 5,39170 0,7917 
5 359 3,59 2,191175 361,1912 3,42467 0,9539 
6 1022 5,11 -0,371 1021,629 4,91839 0,9625 
7 1021 5,105 -0,37027 1020,63 4,91396 0,9626 
8 1033 5,165 -0,37903 1032,621 4,96705 0,9617 
9 1048 5,24 -0,39011 1047,61 5,03318 0,9605 
10 1064 5,32 -0,40212 1063,598 5,10343 0,9593 
11 49 4,2 -0,70667 48,29333 4,12562 0,9823 
12 101 2,1 0,749768 101,7498 2,06742 0,9845 
Tab. 1-7 Zadané hodnoty a výsledky lineární vyrovnávání 
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1.3.2 Bilineární model 
V chemickém zařízení obsahují procesní proudy několik druhů látek nebo 
chemických prvků. Kromě průtoků jsou také měřeny složení některých proudů. Ani 
celková hmotová bilance, ani látkové bilance nejsou obecně spojeny měřeními. Proto 
je nezbytné vyrovnání obou měřených veličin současně - průtoku i složení. 
 Vztahy (rovnice) pro vyrovnávání dat jsou lineární, pokud bude uvažováno 
pouze celkové hmotové bilance. Nicméně, vyrovnávání obou, jak průtoků, tak složení 
současně jsou obdrženy vztahy, které jsou již nelineární. Mohlo by se využít 
nelineárního vyrovnávání dat, nebo řešit tento problém s využitím vícesložkového 
vyrovnávání dat, které je účinnější díky využití faktu, že nelinearita ve vztazích je 
nanejvýš součinem dvou veličin (průtoku a složení nebo průtoku a teploty). 
 Bilineární vyrovnávání dat je využíváno k řešení problémů obsahující tuto 
specifickou formu vztahu. Důvody pro vyvinutí této speciální metody pro řešení 
bilineárního vyrovnávání dat jsou, že využití tohoto řešení je více efektivní 
v porovnání s řešením problému nelineárním vyrovnáváním dat, a také, že podstatný 
rozsah průmyslových využití vyrovnávání dat je pro vícesložkové systémy. Typickým 
příkladem je destilační kolona. Dále se s tímto v praxi lze setkat například u mixérů, 
děličů či separátorů. 
 Právě destilační kolona je zde zvolena jako ukázkový příklad. Bude zde 
využito toho, že jednotlivé veličiny mají vztahy pouze lineární. Zde pro vyrovnávání 
jsou zvoleny jako veličiny průtoky jednotlivých složek a celkové průtoky. 
Příklad na bilineární vyrovnávání dat 
 U destilační kolony jsou měřeny průtoky a složení proudů v nástřiku, destilátu i 
zbytku. Jsou také známé směrodatné odchylky všech měření. Schéma destilační 
kolony je na Obr. 1-10. Všechny zadané hodnoty jsou v Tab. 1-7. 
  




Veličina Naměřené hodnoty Směrodatné 
odchylky 
Vyrovnané hodnoty 
F1 1095,47 54,8 1010.2 
x11 0,4822 0,0048 0.4808 
x12 0,5170 0,0052 0.5192 
F2 478,40 23,9 500,1 
x21 0,9410 0,0094 0,9518 
x22 0,0501 0,0005 0,0480 
F3 488,23 24,4 510,1 
x31 0,0197 0,0002 0,0190 
x32 0,9748 0,0097 0,9810 
Tab. 1-8 Zadané hodnoty destilační kolony a výsledky bilineárního vyrovnávání 
 Pro vyrovnávání dat se využilo pouze průtoků - celkových a jednotlivých 
složek v nástřiku, destilátu a zbytku, které jsou na Obr. 1-11. 
 
Obr. 1-11 Přepočtené průtoky 
Průtoky jednotlivých složek byly přepočteny dle vztahů 
 Fi,j = Fi ∙ xi,j (1.73)  
kde i je index proudu (1 - nástřik, 2 - destilát, 3 - zbytek) a j je index jednotlivých 
složek. Pro tyto nově vzniklé průtoky Fi,j se vypočetli pomocí aproximace nové 
rozptyly 
 D(Fi,j) ≈ xi,j
2 D(Fi) + Fi
2D(xi,j) (1.74)  




 (1.75)  




1.3.3 Nelineární model 
 Vztahy zachovávání ustáleného stavu, které využíváme pro popsání většiny 
chemických procesů, jsou nelineární ve skutečnosti. Pokud se zajímáme pouze o 
vyrovnání celkové hmotové bilance takového procesu, pak je lineární vyrovnávání 
dat (popsané výše) postačující. 
 Nicméně pokud budeme chtít vzít v úvahu vztahy pro termodynamickou 
rovnováhu a celkovou korelaci termodynamických a fyzikálních vlastností, pak 
budeme muset použít řešení nelineárního vyrovnávání dat. 
 Vztahy pro řešení nelineárního vyrovnávání dat mohou obsahovat rovnostní 
vztahy (hmotové bilance, energetické bilance, rovnovážné vztahy a vlastnosti 
korelací) a nerovnostní vztahy (omezení, uskutečnitelné termodynamické vztahy). 
Nelineární řešení vyrovnávání dat, které obsahuje pouze rovnostní vztahy, může být 
řešeno pomocí iterační metody založené na úspěšné linearizaci a analytickém řešení 
lineárního vyrovnávání dat či pomocí metody Lagrangeových multiplikátorů. Další 
možností řešení je využití nelineární optimalizace (nelineárního programování), která 
je součásti specializovaných softwarů (např. Matlab, Maple či softwarů přímo 
určených pro vyrovnávání dat - např. RECON). Výhodou nelineární optimalizace je 
zejména možnost řešení kromě rovnostních vztahů u podmínek i nerovnostní. 
 Formulace nelineárního vyrovnávání dat měření 
 min
𝐱,𝐲
 (?̂? − 𝐱+)T 𝐅𝐱
−1(?̂? − 𝐱+) (1.76)  
s rovnostními a nerovnostními podmínkami 
 𝐡(𝐱, 𝐲) = 𝟎 (1.77)  
 𝐠(𝐱, 𝐲) ≤ 𝟎 (1.78)  
kde 𝐡 je vektor rovností      rozměr: (m x 1) 
 𝐠 je vektor nerovností     rozměr: (q x 1) 
 𝐅𝐱 je kovarianční matice rozptylů     rozměr: (I x I) 
 𝐲 je vektor přímo neměřených veličin   rozměr:  (J x 1) 
 𝐱+ je vektor přímo měřených veličin    rozměr: (I x 1) 
 ?̂? je vektor vyrovnaných přímo měřených veličin  rozměr: (I x 1) 
 
Metoda Lagrangeových multiplikátorů 
 Nelineární vyrovnávání dat s rovnostními podmínkami lze řešit pomocí metody 
Lagrangeových multiplikátorů. Lagrangián je dán vztahem 
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 L(𝐱, 𝐲) =  (?̂? − 𝐱+)T𝐅𝐱
−1(?̂? − 𝐱+) + 2λT𝐟(𝐱, 𝐲) (1.79)  
Řešení problému vyrovnávání dat lze získat stanovením parciálních derivací 
rovnice (1.79) s respektováním k veličinám 𝐱, 𝐲 a λ rovnající se nule a dále splnění 
nezbytných podmínek definované rovnicemi (1.77), (1.88) a řešení výsledných 





−1(?̂? − 𝐱+)T + 𝐉𝐱


















 (1.84)  
jsou matice Jakobiánů obsahující parciální derivace nelineární funkcí 𝐟 podle 𝐱 a 𝐲. 
Vzhledem k tomu, že se jedná o vztahy, které jsou nelineární, využívá se iteračních 
numerických metod. 
 
 Příkladem nelineárního vyrovnávání dat může být například destilační kolona. 
V ní se rozdestilovávají vícesložkové směsi za účelem zisku relativně čistých látek 
(složek směsi). Čistota samozřejmě záleží na konstrukci destilační kolony, refluxním 
poměru atd. U kolon se provádí měření veličin jako je průtok, složení či teplot. Tyto 
veličiny jsou sami o sobě lineární, jak již bylo zmíněno u bilineárního vyrovnávání dat.  
Pokud se ale budou brát komplexně, vznikají již vztahy nelineární (v důsledku např. 
násobení). Pro demonstraci je zde uveden příklad vyrovnávání destilační kolony. 
Příklad na nelineární vyrovnávání dat 
 U destilační kolony jsou měřeny průtoky a složení proudů v nástřiku, destilátu i 
zbytku. Jsou známé směrodatné odchylky všech měření. Hodnoty jsou stejné jako v 
příkladě bilineárního vyrovnávání dat. Schéma destilační kolony je na Obr. 1-10. 




Veličina Naměřené hodnoty Směrodatné 
odchylky 
Vyrovnané hodnoty 
F1 1095,47 54,8 1002,611 
x11 0,4822 0,0048 0,482441 
x12 0,5170 0,0052 0,517559 
F2 478,40 23,9 498,7738 
x21 0,9410 0,0094 0,949876 
x22 0,0501 0,0005 0,050124 
F3 488,23 24,4 503,8371 
x31 0,0197 0,0002 0,019703 
x32 0,9748 0,0097 0,980297 
Tab. 1-9 Zadané hodnoty destilační kolony a výsledky nelineárního vyrovnávání 
 Nelineární vyrovnávání dat bylo provedeno pomocí nelineární optimalizace v 
programu Matlab za pomoci funkce fmincon, což je funkce pro výpočet podmíněné 
nelineární optimalizace. Výsledky jsou v Tab. 1-8. Celé řešení je v Příloze 3. 
Výsledky u nelineárního a bilineárního vyrovnávání se liší z důvodu, že u bilineárního 
byly rozptyly pro dopočítané průtoky pouze aproximovány. 
 
1.3.4 Dynamický model 
 V ustálených systémech se provádí měření čas od času, např. každých pár 
minut až hodin. Tím pádem vyrovnávání dat v ustáleném stavu a následná simulace 
nebo online optimalizace (s vypočítáním optimálních hodnot) se tedy provádí po 
několika hodinách. 
 Pokud ale bude uvažováno použití, jako je regulační řízení, které vyžaduje 
přesné odhady procesních veličin častěji, pak musí být odebrání vzorků měření 
každou chvíli. V těchto případech využíváme dynamické vyrovnávání dat. 
 Charakteristikami dynamického stavu jsou změna skutečné hodnoty procesní 
veličin s časem, a tedy měření těchto veličin jsou také funkcí času, pokud se bavíme 
o extrémním případu, kde zanedbáváme chyby měření, a dále vlivem neustálé 
změny vstupů, akumulací uvnitř procesní jednotky dochází také k nepřetržité změně 
a musí to být vzato v potaz. 
 V poslední době je nejrozšířenější řešení dynamických systémů pomocí 
tzv. Kalmanova filtru. To lze nalézt v literatuře například u Narasimhan, Jordache [1]. 
 Dynamického vyrovnávání dat měření lze formulovat  
 min𝐱(t)
 (?̂?(t) − 𝐱+)T 𝐅𝐱
−1(?̂?(t) − 𝐱+) (1.85)  






, ?̂?(t)) = 𝟎 (1.86)  
 𝐡(?̂?(t)) = 𝟎 (1.87)  
 𝐠(?̂?(t)) ≥ 𝟎 (1.88)  
kde 𝐟 je vektor diferencí      rozměr: (n x 1) 
 𝐡 je vektor rovností      rozměr: (m x 1) 
 𝐠 je vektor nerovností     rozměr: (q x 1) 
 𝐅𝐱 je kovarianční matice rozptylů     rozměr: (I x I) 
 𝐲  je vektor přímo neměřených veličin   rozměr:  (J x 1) 
 𝐱+ je vektor přímo měřených veličin    rozměr: (I x 1) 
 ?̂?(t) je vektor vyrovnaných přímo měřených veličin  rozměr: (I x 1) 
 Pro názornost zde bude uveden výsledek řešení dynamického vyrovnávání z 
Narasimhan, Jordache [1]. 
Příklad na dynamické vyrovnávání dat 
 Dynamické vyrovnávání dat má být součástí PID kontroloru pro snížení vlivu 
náhodných chyb měření před samotným vstupem do kontroloru, který reaguje akční 
veličinou na vstupní signál. Zapojení PID regulátoru je na Obr. 1-12. 
 
Obr. 1-12 Zařazení algoritmu dynamického vyrovnávání dat do PID kontroloru [1] 
 Tento PID kontrolor má regulovat výšku v hladiny v uskladňovací nádrži s 
průměrem 1 m a výškou 1,2 m. Vzorkovací interval je 1 minuta a směrodatné 
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odchylky jsou pro průtok 0,036 m3/h a pro měření výšky hladiny 0,012 m. Schéma 
zapojení regulace je na Obr. 1-13. 
 
Obr. 1-13 Schéma regulace uskladňovací nádrže [1] 















 (hm,t − ĥm,t)
2
 (1.89)  
s podmínkami 
 
hm,t = ĥt−1 +
∆t
A
(F̂i,t−1 − F0,t−1) 
0 ≤ ĥt ≤ hmax 
(1.90)  
 Výsledky jsou uvedeny v Obr. 1-14, kde jsou černě znázorněny naměřené 
hodnoty výšky hladiny (vrchní křivka) a průtoky (spodní křivka), které jsou dosaženy 
při použití pouze PID regulátoru. Růžovou barvou jsou značeny hodnoty výšky 
hladiny a průtoků při použití dynamického vyrovnává začleněného před samotný PID 
regulátor. 
 
Obr. 1-14 Výsledky dynamického vyrovnávání [1] 
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1.4 Shrnutí kapitoly 
 V kapitole Validace dat byl proveden jak základní přehled problematiky týkající 
se detekce hrubých chyb v naměřených datech pomocí základních testů, které ale 
nejsou kompletním výčtem všech dodnes v literatuře zmíněných možností pro 
detekci hrubých chyb, tak i popsání všech možných druhů vyrovnávání dat a stručný 
popis možností řešení. U nelineárního vyrovnávání dat již bylo zmíněno pouze 
okrajově možnosti jeho řešení, protože tyto problémy se ve většině případů řeší 
využitím nelineárního programování a to již přesahuje rámec této diplomové práce. 
Podobně je tomu tak u dynamického vyrovnávání. To se řeší za pomocí např. 
Kalmanových filtrů. 
 Nejlepší pro demonstraci vyrovnávání dat je lineární vyrovnávání dat a proto 
bylo tomuto tématu věnován největší prostor. Vyskytují se zde pouze lineární vztahy 
a postup řešení je nejjednodušší. Dále byl kladen důraz na možnost demonstrace 




2 PŘÍPADOVÁ STUDIE 
 Téma sušení pro případovou studii bylo vybráno z důvodu možnosti využití 
naměřených dat ze sušičů, které jsou součásti Laboratoře energeticky náročných 
procesů (LENP) spadající pod NETME centrum. Již při vypracovávání autorovy 
bakalářské práce se uvažovalo o budoucím využití měřených dat z LENP, která se v 
té době postupně uváděla do provozu. 
 V této kapitole je na začátku stručný úvod do teorie sušení s výpočty 
charakteristických vlastností vlhkého vzduchu, který se jako médium využívá při 
sušení prádla. Nachází se tu i popis použitého matematického modelu s jeho 
předpoklady a zjednodušeními. Je zde zpracován přehled typů sušičů a také 
parametry sušiče, na kterém bylo realizováno měření dat včetně stručných parametrů 
použitých měřidel. Průběžné výpočty jsou doplněny grafy vypočtených hodnot a na 
konci kapitoly se nachází výsledky vyrovnávání s jejich zhodnocením. 
 
2.1 Sušení 
 Sušení je proces, při kterém je odstraňována kapaliny obsažená v materiálu. 
Při něm dochází současně k přenosu tepla a hmoty. V této případové studii se bude 
jednat o odstraňování vody odpařováním ze sušeného prádla za pomoci 
předehřátého vzduchu. K přenosu tepla potřebného k odpaření vody je dosaženo 




= h̅At(TA − Tt) (2.1)  
kde h̅ je střední součinitel přestupu tepla, At je plocha prádla na které dochází k 
přestupu tepla a hmoty, TA je teplota vzduchu a Tt je teplota sušeného prádla. 
Přestup tepla závisí na středním koeficientu přestupu tepla, kontaktní plochy prádla 
se sušícím vzduchem. Hnací silou přestupu tepla je rozdíl teplot mezi vzduchem a 
prádlem. Dodané teplo se spotřebovává na především na odpařování hmoty. Tento 
přestup hmoty má tvar rovnice 
 ṁvyp = h̅mAt(pt − pA) (2.2)  
kde h̅m střední součinitel přestupu hmoty, pt je parciální tlak vody na povrchu prádla 
a pA je parciální tlak vody ve vzduchu. Přestup hmoty - transport vlhkosti z prádla do 
vzduchu záleží na velikosti kontaktní plochy prádla se sušícím vzduchem. Hybnou 
silou pro transport vlhkosti je rozdíl parciálních tlaků vody mezi povrchem prádla a 
vzduchem. Čím větší je rozdíl parciálních tlaků, tím větší je rychlost vypařování 
(hmotnostní tok vody z prádla do vzduchu). Po dobu, kdy bude povrch prádla pokryt 
vrstvou vody, bude parciální tlak vody na povrchu prádla pt roven saturačnímu tlaku 
vody psat. Pokud ale povrch prádla nebude pokrývat vrstva vody (ať již zcela, nebo 
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částečně), parciální tlak vody na povrchu prádla pt poklesne pod saturační tlak vody 
psat. Parciální tlak vody na povrchu prádla pt lze potom vyjádřit jako 
 pt(xt, Tt) = psat(Tt) ∙ a(xt) (2.3)  
kde a(xt) je aktivita vody závislá na vlhkosti prádla, jak je popsáno v [4]. Po dobu, 
kdy povrch prádla pokrývá vrstva vody, aktivita a(xt) je konstantní. Vlhkost prádla v 
průběhu sušení je 
 xt =
mi − ∫ ṁvypdt
mt
 (2.4)  
kde mi je počáteční hmotnost vlhkého prádla, mt je hmotnost suchého prádla a ṁvyp 
je rychlost sušení (vypařování vody). 
 Lze sestavit bilance, z které vyplývá, že na usušení mt hmotnosti prádla o 
počáteční vlhkosti xt1 na konečnou vlhkost xt2 je potřeba mV hmotnost vzduchu o 
počáteční vlhkosti xA1 na konečnou vlhkost xA2 
 mV = mt
xt1 − xt2
 xA2 − xA1
 (2.5)  
 Průběh sušení lze rozdělit na tři základní části. V počáteční periodě se jedná o 
zahřívání, kdy dochází k nahřívání prádla (a s ním i celé sušičky). Tato perioda trvá 
do té doby, než je povrch prádla nahřán předehřátým vzduchem na teplotu mokrého 
teploměru. Další periodou je sušení za konstantní rychlosti. V anglické literatuře se 
můžeme setkat s pojmem CRDP (constant-rate drying period). Při ní se odstraňuje 
volná povrchová vlhkost a povrch má teplotu mokrého teploměru Twb. Rychlost 







= KH(xA,wb − xA,in) (2.6)  
kde xt,0 je počáteční vlhkost prádla, xt,cr je kritická vlhkost prádla, mt je hmotnost   
∆Hvyp skupenské (latentní) teplo vypařování vody, Tin teplota vstupního vzduchu, Twb 
teplota mokrého teploměru vzduchu (výstupní), KH je součinitel přestupu hmoty na 
jednotku rozdílu vlhkostí, xA,wb je saturační vlhkost vzduchu o teplotě mokrého 
teploměru, xA,in je vlhkost vzduchu na vstupu.  Teplota mokrého teploměru Twb je 






Obr. 2-1 Sušení porézních materiálů [6] 
 Poslední periodou sušení je sušení za klesající rychlosti. V anglické literatuře 
se můžeme setkat s pojmem FRDP (fall-rate drying period). Ta nastává, když již není 
celý povrch pokryt vrstvou vody a vlhkost se uvolňuje z vnitřku pórů. Tím se posunuje 
také fázové rozhraní od povrchu směrem dovnitř a zvětšuje se vzdálenost od 
obtékajícího vzduchu na povrchu prádla. Dochází k difuzi uvnitř pórů skrz 
nepohyblivý plyn a součinitel přestupu hmoty s postupem klesá. Rychlost sušení 
může být vypočtena dle matematického modelu pro FRDP, 





     pro  xt,E ≤ xt ≤ xt,cr (2.7)  
kde xt,cr může být určeno z experimentální sušící křivky, xt,E je rovnovážná vlhkost a 
n je sušící index, který je pro každý materiál odlišný. Na Obr. 2-2 jsou znázorněny 
oblasti s konstantní a klesající rychlostí sušení. 
 
Obr. 2-2 Sušící křivky a) časový vývoj vlhkosti materiálu b) vývoj rychlosti sušení [10] 




Obr. 2-3 Časový vývoj teploty sušeného materiálu [17] 
 Vzhledem k tomu, že sušící vzduch nemá nulovou vlhkost, v prádle zůstane 
určitý podíl vody. 
  Pro popsání energetické účinnost sušícího cyklu bubnových sušičů prádla se 
používá SMER (Specific Moisture Extraction Rate). Jedná se množství odpařené vody 




 (2.8)  
kde Q je dodaná energie bubnovému sušiči prádla během sušícího cyklu. 
 
2.1.1 Vlhký vzduch 
 Vlhký vzduch se skládá ze směsi suchého vzduchu (složka B) a vodních par 
(složka A). Nyní budou probrány hlavní charakteristiky vlhkého vzduchu. 
 Hmotnost vlhkého vzduchu 
 m = mA + mB (2.9)  
 
kde mA je hmotnost vodní páry (vody) ve vzduchu a mB je hmotnost suchého 
vzduchu. 
 Tlak vlhkého vzduchu 
 p = pA + pB (2.10)  
 (pA,max)t = pA
0 = pA




kde pA je parciální tlak vodní páry ve vzduchu, pB je parciální tlak suchého vzduchu, 
pA
0  je parciální tlak syté vodní pár, který je závislý na teplotě okolí t. Může být určen 
pomocí Antoineovy rovnice 
 ln (pA
0 ) = 23,58 −
4044,2
235,6 + t
 (2.12)  
Tento tvar platí pro rozmezí teploty 0 až 80 °C s chybou menší než 1‰. 




 (2.13)  







0  (2.14)  
kde xA
0  je absolutní vlhkost nasyceného vlhkého vzduchu. 














 (2.15)  






 (2.16)  
kde MA je molární hmotnost vody (18 kg/kmol) a MB je molární hmotnost vzduchu 














0  (2.17)  




0  (2.18)  
kde rA je měrná plynová konstanta vodní páry (rA = 0,462 kJ/kg ∙ K) a rB je měrná 
plynová konstanta suchého vzduchu (rB = 0,287 kJ/kg ∙ K). 
 Hustota vlhkého vzduchu 
 



















































 Teplota rosného bodu tR  je teplota, které se dosáhne izobarickým ochlazením 
vzduchu o tlaku p a teplotě t na mez sytosti vodní páry 
 pA = pR     ;      φR = 1     ;      xA = xR
0  (2.20)  
 Entalpie vlhkého vzduchu 
 h = hB + xAhA = cpBt + xA(cpAt + ∆hvyp,A) (2.21)  
kde hB je entalpie suchého vzduchu, hA je entalpie vodní páry, cpB je měrná tepelná 
kapacita suchého vzduchu při konstantním tlaku (cpB = 1,01 kJ/kg ∙ K) a cpA je měrná 
tepelná kapacita vodní páry při konstantním tlaku (cpA = 1,84 kJ/kg ∙ K). Měrné 
tepelné kapacity při konstantním tlaku jsou závislé na teplotě, ale v uvažovaném 
rozsahu aplikace v zde uvedené případové studii je lze pokládat za konstantní s 
dostatečnou přesností. 
 Na Obr. 2-4 je v psychometrickém diagramu znázorněn průběh sušení za 
pomoci vlhkého vzduchu. Ohřevem vzduchu z bodu A do bodu B klesne relativní 
vlhkost vzduchu vlivem zvýšení teploty. Absolutní vlhkost však zůstává konstantní 
(nezměněna). Snížením relativní vlhkosti roste hnací síla pro přenos hmoty a vlhkost 
obsažená v prádle přestupuje do vzduchu. Tím se spotřebovává teplo dodané 
vzduchem na vypaření, teplota vzduchu klesá, a narůstá absolutní vlhkost vzduchu o 
přijatou vodní páru ze sušeného prádla. 
 




2.2 Použitý matematický model 
 Pro výpočet bylo zapotřebí sestavení matematického modelu sušícího 
procesu. Zde bylo důležité zavést určité předpoklady a zjednodušení vzhledem k 
dostupným datům z měření. 
 Na začátek je zde uvedena celková teoretická bilance energie 
 Qh + Qm = Qo − Qi + Qdt − Qwt + Qhl (2.22)  
kde Qh + Qm je elektrická energie dodaná topení a motoru pro pohon ventilátoru a 
bubnu, Qo − Qi je rozdíl energií výstupní a výstupní sušícího vzduchu,  Qdt − Qwt je 
rozdíl energií prádla před a po sušení, Qhl jsou tepelné ztráty. Grafické znázornění 
celkové energetické bilance je na Obr. 2-5. 
 
Obr. 2-5 Schéma energetické bilance bubnového sušiče [4] 
 Během sušení se neměří teplota prádla, a proto se v matematickém modelu 
nepočítá s akumulací energie v prádle, tzn. nepočítá se s energií na ohřívání prádla, 
které je ale ve srovnání s energií potřebnou na odpaření vody malá. Bude se tedy 
počítat jenom s energií potřebnou na vysušení mokrého prádla Qevap (energie 
potřebná na odpaření vody, která je v prádle). Dále nejsou v modelu přímo zahrnuty 
tepelné ztráty, protože nemáme dostatek informací k jejich určení. 
 Zjednodušený matematický model pro bilanci energie má tvar 
 Qh = Qo − Qi + Qevap (2.23)  
kde 
 Qh = E − Qm (2.24)  
E je elektrický příkon sušiče. 
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 Qo = moho     a     Qi = mihi  (2.25)  
mo resp. mi je množství vody na výstupu resp. na vstupu a ho resp. hi je entalpie 
sušícího vzduchu na výstupu resp. na vstupu. 
 Qevap = mevap∆hvyp (2.26)  
mevap je množství vypařené vody a ∆hvyp je výparné teplo vody. 
   Dále lze sestavit hmotová bilance 
 mi + mevap = mo (2.27)  
Množství vody ve vstupním sušícím vzduchu a množství odpařené vody se musí 
rovnat množství vody ve vzduchu na výstupu. 
 Tento matematický model bude použit jako rovnostní podmínky při 
nelineárním vyrovnávání naměřených dat. 
 
2.3 Sušiče 
 V praxi se lze setkat s několika druhy bubnových sušičů. Třemi základními 
jsou: 
Bubnový sušič s ventilátorem 
 Tento typ byl historicky prvním vynalezeným bubnovým sušičem. Je stále 
nejrozšířenějším ze všech bubnových sušičů a to díky jeho jednoduché konstrukci. 
Okolní vzduchu (zpravidla vzduch z místnosti) je přiváděn pomocí ventilátoru do 
sušiče skrz ohřev. Ten může být realizován buď elektrickou topnou spirálou, 
výměníkem s napájecí parou pro ohřev vzduchu nebo plynovým hořákem umístěným 
přímo uvnitř sušičky. Spaliny zemního plynu jsou smíchány se vzduchem, který 
ohřívají, a slouží také jako sušící médium. Horký vzduch (popřípadě smíchán se 
spalinami) vstupuje do bubnu, kde odebírá vlhkost z vlhkého prádla. Z bubnu je vlhký 
vzduch odváděn mimo sušičku (v případě Netme laboratoře spalinovodem ven z 




Obr. 2-6 Bubnový sušič s ventilátorem [4] 
Výhody bubnového sušiče s ventilátorem jsou především jeho jednoduchá 
konstrukce a tím pádem levnější výrobní náklady a také možnost odvádění vlhkosti a 
dodávaného tepla sušiči mimo prádelnu, což se uplatňuje v zemích s horkým a 
vlhkým klimatem. 
Kondenzační bubnový sušič 
 V kondenzačním bubnovém sušiči je k vybavení klasického bubnového sušiče 
s ventilátorem (ventilátor, ohřevu a bubnu) přidáno ještě tepelný výměník a ventilátor 
pro vnitřní kruh. V tepelném výměníku se chladí vlhký vzduch odcházející z bubnu 
externím vzduchem přivádějícím z okolí. Zkondenzovaná voda ze zchlazeného 
vzduchu se odvádí z výměníku. Zchlazený vzduch opouštějící výměník se přivádí 
skrz ohřev zpět do bubnu a tím se uzavírá vnitřní okruh, který je poháněn 
ventilátorem vnitřního okruhu. Externí vzduch, který byl do výměníku přiveden za 
účelem zchlazení, je z něj odváděn za pomoci ventilátorem pro externí "okruh". 
Ukázka kondenzačního bubnového sušiče je na Obr. 2-7. 
 
Obr. 2-7 Bubnový sušič s kondenzátorem [4] 
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Bubnový sušič s kondenzátorem lze uplatnit tam, kde přebytečné teplo, které se 
odvádí, je využito k vytápění (například prádelny). Nedoporučuje se jej využívat v 
teplých krajinách, protože horký vzduch by snížil účinnost sušiče vlivem snížené 
kondenzace vodních par. 
Bubnový sušič s tepelným čerpadlem 
 Bubnový sušič s tepelným čerpadlem lze přirovnat ke kondenzačnímu sušiči, 
ale tepelný výměník s ohřevem jsou nahrazeny výparníkem a kondenzátorem. V 
okruhu tepelného čerpadla jsou také zařazeny kompresor a škrtící ventil jak je patrné 
na Obr. 2-8. Za kondenzátorem je zařazen přídavný chladič, který zajišťuje, aby 
teplota v okruhu byla na požadované hodnotě k dosažení požadované účinnosti.  
Sušící vzduch je chlazen ve výparníku, ze kterého je odváděna zkondenzovaná 
voda, a zahříván v kondenzátoru. 
 
Obr. 2-8 Bubnový sušič s tepelným čerpadlem [4] 
Hlavní výhodou bubnového sušiče s tepelným čerpadlem je jeho nízká energetická 





 Parametry sušiče v NETME laboratoři (LENP), na kterém byly naměřeny data 
pro následné  vyrovnávání, jsou uvedeny v Tab. 2-1. 
Název přístroje Primus T16  
Kapacita bubnu 16 kg 
Objem bubnu 345 l 




Pohon bubnu 0,25 kW 
Pohon ventilátoru 0,55 kW 
Rozměry VxŠxH 1680x795x1280 mm 
Čistá hmotnost 250 kg 
Tab. 2-1 Průmyslový bubnový sušič T16 - elektrický [19] 
 Jedná se o ventilátorový elektrický sušič s nerezovým bubnem, u kterého je 
kombinací radiálního a axiálního proudění vzduchu dosaženo nízké spotřeby energie 
a krátkého času sušení. Na Obr. 2-9 je čelní a zadní pohled na sušič včetně jeho 
vnitřku. 
 
Obr. 2-9 Průmyslový bubnový sušič T16 - elektrický [19] 
 
2.4 Měřící technika 
Teploměry 
 Pro měření teploty v laboratoři se používá prostorový teploměr Comet  T0110. 
Výstupní teplota ze sušiče je měřena platinovým teploměrem Sensit PTS 65. 
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Název přístroje Sensit PTS 65 Comet  T0110 
Typ čidla Pt 1000 Pt 1000 
Měřená veličina Teplota [°C] Teplota [°C] 
Měřící rozsah -60 až 400 °C -30 až 80 °C 
Chyba měření ±(0,3+0,005|t|) pro t ve °C ±0,4 °C 
Tab. 2-2 Snímače teploty [21], [22] 
 
Obr. 2-10 (a) Sensit PTS 65 [21] (b) Comet  T0110 [22] 
Vlhkoměry 
Relativní vlhkost v laboratoři se měří prostorový vlhkoměrem Comet  T3110. 
Relativní vlhkost vzduchu ze sušiče je měřena sondou Rotronic HC2-IC102. 
Název přístroje Rotronic  HC2-IC102 Comet  T3110 
Měřená veličina 
Teplota [°C] 
Relativní vlhkost [%RV] 
Teplota [°C] 
Relativní vlhkost [%RV] 
Měřící rozsah 
-100 až 200 °C 
0 až 100 %RV 
-30 až 80 °C 










Obr. 2-11 Vlhkoměry (a) Rotronic HC2-IC102[23] (b) Comet T3110[22] 
Tlakoměr 
 Tlak v laboratoři se měří tlakoměrem Comet  T2114. 
Název přístroje Comet  T2114 
Měřená veličina Tlak [kPa] 
Měřící rozsah 800 až 1100 hPa 
Chyba měření ±1,3 hPa 
Tab. 2-4 Snímač tlaku Comet  T2114 [22] 
 
Obr. 2-12 Comet  T2114 [22] 
Diferenciální tlakoměr 
 Používá se pro nepřímé měření rychlosti proudění. Pro její výpočet slouží 
vztah od výrobce [20] 
 v = k√
574,2 ∙ T + 156842,77
Pb
∙ √ΔP (2.28)  
kde K je koeficient Pitotovi trubice (K = 1,0015), T je teplota [°C], Pb je barometrický 




Název přístroje KIMO Pitot tube type L 
Měřená veličina Diferenciální tlak [Pa] 
Měřící rozsah 0 až 600 °C 
Chyba měření < 1% 
Tab. 2-5 Pitotova trubice [20] 
 
Obr. 2-13 KIMO PITOT TUBE type L [20] 
Měření elektrických veličin a tenzometrické váhy 
 Spotřeba elektrické energie se měří analyzátorem elektrické sítě a hmotnost 
prádla se váží za pomoci tenzometrických nožek. U měření spotřeby je 
předpokládána vysoká přesnost, na druhé straně měření hmotnosti je výrazně 
nepřesné v důsledku otáčení bubnu a neustálého pohybu prádla. 
 
Obr. 2-14 Měření elektrických veličin analyzátorem elektrické sítě: (a) pohled 
zepředu, (b) pohled zezadu, (c) Tenzometrické nožky LCBB 500 [11] 
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Ústředna pro sběr dat 
 Pro sběr dat z měření slouží ústředna ProfiMessage od německého výrobce 
Delphin Technology AG na Obr. 2-15 (a). Jedná se o modulární systém, který 
umožňuje kombinaci různě vybavených měřicích kart dle potřeby. 
 
Obr. 2-15 Ústředna pro sběr dat (a) Delphin ProfiMessage, (b) EMS DV 803 [11] 
 
 Všechny snímače využívané pro sběr dat ze sušiče jsou uvedeny v 
zjednodušeném P&I schéma s jejich rozmístěním na Obr. 2-16. 
 





 Výpočet nelineárního vyrovnávání dat byl proveden v programu Matlab. Byla 
využita funkce fmincon, což je funkce pro řešení úloh nelineární optimalizace s 




 (?̂? − 𝐱+)T 𝐅𝐱
−1(?̂? − 𝐱+) (2.29)  
kde 𝐱+ jsou naměřené hodnoty:  
 teplota, relativní vlhkost a tlak v laboratoři (tlak je uvažován všude stejný) 
 teplota a relativní vlhkost na výstupu ve spalinovodu 
 diferenciální tlak proudu sušícího vzduchu ve spalinovodu 
 elektrický příkon sušiče 
 hmotnost prádla 
𝐅𝐱 je kovarianční matice rozptylů, která je vypočtena ze směrodatných odchylek 
měřících přístrojů.  ?̂? jsou vyrovnané hodnoty měření 
 Dalším vstupním parametrem funkce fmincon jsou tyto rovnostní podmínky 
 Qh − Qo + Qi − Qevap = 0 (2.30)  
 mo − mi − mevap = 0 (2.31)  
které vycházejí z bilančních rovnic energie a hmoty, (2.23) a (2.27). 
 Posledním vstupním parametrem je počáteční odhad řešení. Jako počáteční 
odhad byly voleny naměřené hodnoty, které jsou na Obr. 2-17. 
 
Obr. 2-17 Naměřená data 
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 Při výpočtech s naměřenými hodnotami se ale vyskytli problémy a příklad 
neměl řešení pro některé úseky měření. Důvodem byl pokles elektrického příkonu do 
sušiče na pouhých 0,3 až 0,5 kW, což je příkon pro ventilátor a otáčení bubnu buben. 
To je patrné na Obr. 2-17. Dělo se tak kvůli reverzaci bubnu (změně směru otáčení). 
V těchto místech vyrovnávání dat zcela zhavarovalo, protože do systému byla 
dodávaná velmi malá energie, která ale byla využívána pouze pro pohon ventilátoru 
a bubnu. Avšak vlivem setrvačnosti a tepelných kapacit prádla a sušiče klesaly 
hodnoty relativních vlhkostí na výstupu vždy z počátku pomalu. Na druhé straně 
teplota na výstupu neklesala vůbec. To lze zdůvodnit časovou odezvou teplotního 
čidla, které je navíc umístěno v jímce. Avšak kvůli zadaným přesnostem měření a z 
nich vypočtených rozptylů, měl systém omezené možnosti upravování hodnot tak, 
aby vyhovovaly podmínkám. Jinými slovy řečeno, v obdobích reverzace bubnu byli 
vstupy (el. příkon=0 a vstupní vzduch) nesrovnatelně menší než výstupy (vzduch na 
výstupu) z pohledu energie. Proto se přistoupilo k vyřazení všech hodnot měření, u 
kterých byl elektrický příkon pod 20 kW. To je znázorněno na Obr. 2-18. 
 
Obr. 2-18 Upravená naměřená data 
 S těmito hodnotami již měl příklad řešení a došlo k vyrovnávání dat. Dále 
budou uvedeny postupně výsledky výpočtů pro každé z jednotlivých měření (pro 
původní naměřená data se hodnoty všech veličin zaznamenávali 1 krát za sekundu). 
Výsledky jsou uvedeny v grafech. Jsou zde i výsledky výpočtů s již vyrovnanými 
měřeními. Vyrovnaných dat je méně než naměřených jednak z důvodu zmíněné 
úpravy dat a jednak také, že okolo 3000 s (50 min) se přestává sušit a začíná se 
prádlo chladit. 
 Rychlost proudění byla vypočtena dle rovnice (2.28). Průtok vlhkého vzduchu 
na výstupu byl vypočten dle rovnice 
 V̇ = v ∙ S        kde  S =
πD2
4
 (2.32)  
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kde průřez spalinovodu S je spočten ze známého průměr D = 250mm. Rychlost 
proudění (Obr. 2-19) je společně s objemovým průtokem (Obr. 2-19) poměrně stálá. 
 
Obr. 2-19 Výsledky rychlosti proudění a průtoku 
 Do výpočtu tlaku nasycených par vstupuje pouze teplota na vstupu resp. na 
výstupu (Obr. 2-20). Pro výpočet hustoty vzduchu (Obr. 2-20) je zapotřebí teploty, 
tlaku, relativní vlhkosti a tlaku nasycených par na vstupu resp. na výstupu. 
 
Obr. 2-20 Saturační tlak vodní páry a hustota vzduchu na výstupu 
 Pro výpočet absolutní vlhkosti vzduchu (Obr. 2-21) je zapotřebí teploty, tlaku a 
tlaku nasycených par na vstupu resp. na výstupu. Díky vypočtenému absolutnímu 
tlaku je již možné spočítat množství vody ve vzduchu, která je na vstupu resp. na 
výstupu. 
 U výpočtu množství vstupující a vystupující vody ze sušiče (Obr. 2-21) je 





Obr. 2-21 Absolutní vlhkost a množství vody ve vlhkém vzduchu 
 Klíčový byl výpočet entalpie vzduchu společně s teplem, které obsahuje 
vzduch Obr. 2-22. 
 
Obr. 2-22 Entalpie vlhkého vzduchu a teplo vlhkého vzduchu 
Z těchto hodnot se již jen dopočetlo teplo potřebné k odpaření vody z mokrého 
prádla, Obr. 2-23. Množství odpařené vody bylo určeno z hmotové bilance (2.27). 
Množství odpařené vody je totožné s rychlostí vypařování (sušení), protože se 
provádí měření každou sekundu Obr. 2-30. 
 Na Obr. 2-23 je možné vidět i tepelnou bilanci (2.23) která je na spodním 




Obr. 2-23 Teplo ve vzduchu a teplo potřebné na odpaření vody 
 
2.6 Výsledky 
 V této kapitole budou prezentovány jednotlivé vyrovnané veličiny. U každé 
veličiny jsou vyneseny tři křivky. Jedna pro naměřené hodnoty, druhá pro upravené 
naměřené hodnoty a třetí pro vyrovnané hodnoty. Naměřených data je nejvíce. 
Upravených a vyrovnaných dat je méně a končí v čase kolem 3000. s z důvodu, že 
prádlo se nadále už nesuší, ale chladí. První uvedenou je teplota na vstupu a na 
výstupu, Obr. 2-24. Ve výsledné vyrovnané teplotě na výstupu se projevilo vypínání a 
zapínání ohřevu vzduchu, ale méně než u teploty na vstupu. Důvodem toho je větší 
směrodatná odchylka snímače na vstupu než na výstupu a tím pádem větších opravu 
první hodnoty. Že se tento jev neprojevuje u výstupních naměřených teplot lze 
připisovat tepelné setrvačnosti systému a časové odezvě měřidla. 
 
Obr. 2-24 Naměřené, upravené a vyrovnané teploty 
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 Relativní vlhkost na výstupu, Obr. 2-25, neměla hladký průběh u naměřených 
dat, který přetrval nadále i u vyrovnaných dat. Její náhlé poklesy se dají interpretovat 
zmenšenou stykovou plochou prádla a sušícího vzduchu a sníženému méně 
intenzivnímu přestupu hmoty (vypařování vody) při zpomalení, zastavení a 
následném opačném roztáčení bubnu. Vyrovnaná relativní vlhkost v laboratoři je 
výsledkem nižší přesnosti a tudíž většího rozptylu a prostoru pro "opravení". V tomto 
případě, by bylo možné upravení váhy měření, aby nedocházelo k tak velkým 
úpravám této veličiny. 
 
Obr. 2-25 Naměřené, upravené a vyrovnané relativní vlhkosti 
 U diferenciálního tlaku, Obr. 2-26, nedošlo k velkým změnám, což je dobrý 
výsledek. Proudění je v tomto případě neustálené a měření probíhá pouze na 
jednom místě, což ještě více ubírá na síle a kvalitě vyrovnávání.  
 
Obr. 2-26 Naměřený, upravený a vyrovnaný diferenciální tlak 
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 Vážení prádla u rotační bubnové sušičky, která sama váží 250 kg, za pomoci 
čtyř ohybových tenzometrických snímačů na nožkách, přičemž každý je dimenzován 
na 500 kg a s nutností kalibrace před každým testem, z důvodu posunu nuly s 
časem, dává dost prostoru na vyrovnávání. Bohužel zde se negativně projevila 
nutnost vyřazení některých měření z vyrovnávání. Zahrnutí harmonické složky 
rotačního pohybu do matematického modelu popisu procesu by mohlo pomoci k 
lepším výsledkům. 
 
Obr. 2-27 Naměřená, upravená a vyrovnaná hmotnost 
 Měření elektrického příkonu (Obr. 2-28) je velmi přesné. V tomto konkrétním 
případě byl v matematickém modelu učiněn předpoklad, že není možno stanovit 
tepelné ztráty zařízení spolu s výpočtem akumulace energie v prádle. Matematický 
model také nepočítá s tepelnou setrvačností topných spirál, tj. že i když do spirály 
přestane jít proud, stále ještě chvíli je zdrojem tepla vlivem své tepelné kapacity, než 
zchladne. Dále je také namístě zvážit, zda teploměr ve spalinovodu zaznamenává 
skutečnou teplotu odcházejícího sušícího vzduchu. Vzhledem k jeho delší časové 
odezvě (vlastní časová odezva snímače + jeho umístění v jímce) v porovnání s 
dynamikou sušiče (neustálému spínání a vypínání topných spirál) je možné, že je 
skutečná teplota odcházejícího vzduchu vyšší než naměřená, protože teplotní čidlo 
nestíhá zaznamenat špičky těchto změn. Je zapotřebí také zvážit účinnost topné 
spirály a s jakou účinností je energie předávána vzduchu a kolik tepla přejde do 
sušiče. Při předpokladu výše zmíněné přesnosti měření elektrického příkonu, lze 
teplo vyšší než naměřené považovat za celkové tepelné ztráty a nedokonalosti v 




Obr. 2-28 Naměřený, upravený a vyrovnaný elektrický příkon 
 Všechny vyrovnané veličiny naměřené na sušiči jsou vyneseny v jednou grafu 
na Obr. 2-29 pro názornou ukázku jejich provázanosti. 
 Na Obr. 2-29 je přehled všech vyrovnaných hodnot v jednom grafu. 
 
Obr. 2-29 Všechny vyrovnané měření 
 Rychlost vypařování, Obr. 2-30, je jednou z klíčových složek pro sušení. Právě 
na ní závisí doba sušení. Sušící perioda se dá dělit do 3 oblastí. V tomto případě 
jsou ale na Obr. 2-33 celkem 4 oblasti. 
1. oblast je oblastí zahřívání. V tomto konkrétním případě trvá přibližně 280 s. 
2. oblastí, je oblast konstantní rychlostí sušení, které se nachází v intervalu od 
280 s do téměř 2000 s. 
3. oblastí je oblast klesající rychlosti sušení, tedy od 2000 s do 3000 s. 
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4. a poslední oblastí této sušící periody je oblast chlazení od 3000 s až do konce 
sušení. Chlazení se provádí z důvodu ochlazení zahřátého prádla na nižší 
teploty. 
 
Obr. 2-30 Rychlost vypařování s výstupní teplotou 
 Na posledním Obr. 2-31 jsou vyneseny hodnoty vypařené vody, a SMER - 
množství odpařené vody na jednotku energie, která se užívá pro specifikaci sušičů. Z 
měření sušení je patrné, že odpařené vody nemohlo být 18,73 kg, když počáteční 
hmotnost mokrého prádla byla přibližně 27,53 kg a konečná hmotnost suchého 
prádla činila 17,7 kg. Při použití vyrovnaných dat je patrné, že odpařená voda činí 
9,65 kg. Tento údaj na první pohled také nevypadá přesně, ale musí být vzato v 
úvahu, že sušení skončilo v 50. minutě a hmotnost v té době se pohybovala okolo 
18,5 kg. Bohužel nebylo možné dosáhnout lepších výsledků kvůli nemožnému 
načtení minulých ani budoucích hodnot do funkce obsahující podmínky, kam šla 
načíst pouze aktuální hodnota. SMER se spočítá vydělením odpařené vody 
množstvím spotřebované energie. Za normálních podmínek se samozřejmě zváží 
prádlo před a po sušení a máme přesnou hodnotu vypařené vody. 
 
Obr. 2-31 Množství odpařené vody a SMER 
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2.7 Zhodnocení dosažených výsledků 
 Autor provedl vyrovnávání z dostupných dat. Dosažené řešení prezentoval v 
kapitole Výsledky. Vzhledem k nepřítomnosti měření některých dalších veličin 
potřebných pro věrnou simulaci sušícího procesu v bubnovém elektrickém sušiči 
prádla, nebylo možno vyrovnat data tak, aby zcela odpovídala skutečnosti. Pro 
kvalitnější vyrovnávání by bylo zapotřebí přidat měření například pro vstupní vzduch 
do sušiče, a to veličiny jako je průtok (za pomoci nepřímého měření rychlosti 
Prandtlovou nebo Pitotovou trubicí), pro který by bylo zapotřebí doinstalovat 
přívodního potrubí pro ustálení toku a zde také měřit teplotu a relativní vlhkost. Jejich 
měření je nyní realizováno prostřednictvím prostorových čidel umístěných na stěně 
laboratoře. Dále by bylo vhodné zaznamenávat měření teploty a popřípadě i relativní 
vlhkosti za topným tělesem a dále v bubnu sušiče. Pro stanovení tepelných ztrát 
sušiče by bylo vhodné měření jeho teplot na klíčových místech, kudy proudí vzduch. 
A to jak proudícího vzduchu, tak také stěn sušiče či bubnu. Měřením teploty prádla 
by bylo dosaženo možnosti kvantifikace akumulace tepla v sušeném prádlu. Tyto a 
popřípadě i další měření jsou však u klasického průmyslového bubnového sušiče 
obtížné a muselo by se přistoupit k jeho úpravě. 
 Je ještě zapotřebí uvést, že jedno z výše uvedených měření je na sušiči 
Primus T16 realizováno. Jedná se o měření teploty vzduchu za ohřevem (topnými 
spirálami). Bohužel toto měření není zaznamenáváno, ale slouží pouze pro vlastní 




 V diplomové práci je zpracován přehled problematiky vyrovnávání dat a 
detekce chyb. K prezentované teorii jsou připojeny praktické příklady na využití 
uvedené problematiky a názorné ukázky benefitů vyrovnávání dat obecně. Snížením 
nejistoty měření lze dosáhnout věrohodnějších výsledků, které více odpovídají 
skutečnosti. Právě zpřesněním měřených dat lze dosáhnout v procesním průmyslu 
snížení provozních nákladů a nákladů na údržbu a tím zlepšit celkovou ekonomiku 
zařízení nebo celého výrobního závodu, kterým může být například rafinerie. 
 Diplomová práce se v případové studii zaměřila na vyrovnávání naměřených 
dat z bubnového sušiče. Byly provedeny potřebné výpočty a následné nelineární 
vyrovnávání dat v programu Matlab. Postup výpočtu s jeho průběžnými výsledky a 
výsledky vyrovnávání jsou uvedeny pro názornost a rozsah zpracovávaného 
množství dat v grafech. 
 Z výsledků vyplývá, že vyrovnávání dat odhalilo několik nepřesností v měření. 
Tím nejdůležitějším byla hmotnost odpařené vody. Hmotnost mokrého prádla byla 
27,7 kg a hmotnost prádla po sušení byla 17,7 kg. Tudíž hmotnost odpařené vody se 
pohybuje okolo 10 kg. Při výpočtu hmotnosti odpařené vody z naměřených hodnot 
vyšlo ale 18.73 kg, při výpočtu z vyrovnaných dat byl pak výsledek přes 9,65 kg. 
Musí být ale také vzato v potaz, že po sušení následovalo chlazení prádla, kde se 
také ještě odpařuje nadále vlhkost z prádla dle výsledků měření. 
 U některých veličin však nemá vyrovnávání tak dobré výsledky. Hlavním 
důvodem je obtížné popsání matematického modelu či modelu chyb. Příkladem u 
sušiče bylo vyrovnávání hmotnosti. Při pomalém otáčení bubnu dochází k 
převalování a přepadávání prádla a tím pádem k velkým chybám. Tomu lze částečně 
předejít využitím filtrů před samotným vyrovnáváním dat. Ty slouží k redukci chyb, 
příkladem může být Exponenciální filtr uvedený v Narasimhan, Jordache [1]. 
 Vyrovnávání dat na sušičích by pomohlo, kdyby se nainstalovala další měření, 
které by přinášela další potřebné informace pro upřesnění matematického modelu. 
Těmi by mohly být například nepřímé měření průtoku sušícího vzduchu na vstupu do 
sušiče popřípadě k tomu náležející teploty a relativní vlhkosti. Dalším významným 
přínosem by bylo měření teploty a relativní vlhkosti za topnými spirálami či teploty a 
vlhkosti uvnitř bubnu sušiče. Výsledky mohou být přínosem pro výzkumnou aktivitu 
Laboratoře energeticky náročných procesů prováděné na sušičích, kdy je přesnost 
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SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ A VELIČIN 
SYMBOL VELIČINA JEDNOTKA 
𝐚 Vektor konstant [-] 
𝐀 Matice koeficientů u měřených veličin [-] 
𝐀𝐓 Transponovaná matice [-] 
𝐀−𝟏 Inverzní matice [-] 
At Styková plocha prádla [m
2] 
𝐁 Matice koeficientů u neměřených veličin [-] 
Brk Stechiometrické koeficienty r-té látky v k-té rovnici [-] 
cp,A Měrná tepelná kapacita vodní páry při konst. tlaku [J/kgK] 
cp,B 




Vektor s maximální silou pro detekci hrubé chyby 
(Measurement test) 
[-] 
𝐃(𝐱+) Rozptyl naměřených hodnot [-] 
𝐞 Relativní chyba měření [-], [%] 
E Energie proudu [J] 
𝐄(𝐱+) Střední hodnota naměřených hodnot [-] 
Ekin Kinetická energie [J] 
Epot Potenciální energie [J] 
F Hmotový průtok  
?̅?𝐯 Kovarianční matice rozptylů [-] 
𝐅𝐱 Kovarianční matice rozptylů přímo měřených veličin [-] 
𝐅?̂? 









𝐠(𝐱, 𝐲), 𝐠(?̂?(t)) Vektor nerovností [-] 
?̃? Vektor skutečných hodnot parametrické funkce [-] 
?̂? Vektor odhadnutých hodnot parametrické funkce [-] 
h(𝐀) Hodnost matice 𝐀 [-] 
𝐡(𝐱, 𝐲), 𝐡(?̂?(t)) Vektor rovností [-] 
h Entalpie vlhkého vzduchu [J/kg] 
hA Entalpie vodní páry [J/kg] 
hB Entalpie suchého vzduchu [J/kg] 
h̅ Střední součinitel přestupu tepla [W/m2K] 
h̅m Střední součinitel přestupu tepla [kg/m
2s] 
hm Výška hladiny [m] 
H Entalpie [-] 
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H0 Nulová hypotéza [-] 
H1 Alternativní hypotéza [-] 
𝐈 Jednotková matice [-] 
I Počet přímo měřených veličin [-] 
J Počet přímo neměřených veličin [-] 
𝐉𝐱, 𝐉𝐱 Matice Jakobiánů [-] 
K Počet rovnic matematického modelu [-] 
L(𝐱, 𝐲) Lagrangián [-] 
m Hmota [kg] 
MA Molární hmotnost vody [kg/kmol] 
MB Molární hmotnost vzduchu [kg/kmol] 
mi, mo Vstupní, výstupní hmotnost vody ve vlhkém vzduchu [kg] 
mt Hmotnost prádla [kg] 
mV Hmotnost vzduchu [kg] 
mvyp Vypařená voda [kg] 
n Sušící index [-] 
N(𝐄, 𝐃) 
Normální rozdělení se střední hodnotou 𝐄 a rozptylem 
𝐃 
[-] 
N(0,1) Normované normální rozdělení [-] 
NCRDP Konstantní rychlost sušení [kg/s] 
NFRDP Klesající rychlost sušení [kg/s] 
pA Parciální tlak vody ve vzduchu [Pa] 
pA
0  Parciální tlak vodní páry ve vzduchu [Pa] 
pt Parciální tlak vody v prádle [Pa] 
PV Tlaková energie [J] 
Q Teplo [J] 
Q Kritérium minimalizace oprav [-] 
Qi, Qo Vstupní, výstupní teplo vlhkého vzduchu [J] 
Qevap Teplo potřebné na vypaření vody o hmotnosti mvyp [J] 
𝐫 Vektor reziduí [-] 
𝐫𝟏𝟐 Koeficient korelace [-] 
rA Měrná plynová konstanta vody [kJ/kgK] 
rB Měrná plynová konstanta vzduchu [kJ/kgK] 
R(τ) Autokorelační funkce [-] 
Sk K-tá látka [-] 
SMER Množství odpařené vody na jednotku energie [kg/kJ] 
t Čas [s] 
T Teplota [°C], [K] 
𝐭𝟏−𝛂
𝟐
(K) 100 (1 −
𝛂
𝟐





 100 (1 −
𝛂
𝟐
)procentní kvantil normálního rozdělení [-] 
U Vnitřní energie [J] 
𝐯 Vektor oprav [-] 
v Rychlost proudění sušícího vzduchu ze sušiče  [m/s] 
𝐕 Kovarianční matice rozptylů [-] 
V Objemový průtok sušícího vzduchu ze sušiče [m3/s] 
W Mechanická práce [J] 
𝐖 Matice vah [-] 
𝐱 Vektor přímo měřených veličin [-] 
𝐱+ Vektor naměřených hodnot  [-] 
?̃? Vektor skutečných přímo měřených hodnot [-] 
?̂? 
Vektor vyrovnaných (odhadnutých) přímo měřených 
hodnot 
[-] 
x Hmotový zlomek [-] 
xA Absolutní vlhkost vzduchu [kg/kg] 
xt Vlhkost prádla [kg/kg] 
xr Rozsah r-té chemické látky [-] 
𝐲 Vektor přímo neměřených veličin [-] 
?̃? Vektor skutečných přímo neměřených veličin [-] 
?̂? Vektor odhadů přímo neměřených veličin [-] 
za,j Testovací statistika Measurement testu [-] 
zd,j 
Testovací statistika Maximum power Measurement 
testu 
[-] 
𝐳𝐫 Vektor testovacích statistik Constraint či Nodal Test [-] 
zr,i Testovací statistika Constraint či Nodal Test [-] 
Z1−α
2
 Kritická hodnota normovaného normálního rozdělení na 






 Kritická hodnota normovaného normálního rozdělení na 
modifikované hladině významnosti β 
[-] 
∆Hvyp Výparné teplo vody [kJ/kg] 
   
α Hladina významnosti [-] 
β Modifikovaná hladina významnosti [-] 
𝜹 Vektor hrubých chyb [-] 
𝛄 Testovací statistika (Global test) [-] 
𝛆 Absolutní chyba měření [-] 
𝛆𝐱 vektor chyb přímo měřených veličin [-] 
𝛆?̂? vektor chyb přímo neměřených odhadovaných veličin [-] 
𝛌 Vektor Lagrangeových multiplikátorů [-] 
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𝛔 Směrodatná odchylka [-] 
𝛔𝟐 Rozptyl [-] 
φA Relativní vlhkost vzduchu [-] 
ρ Hustota vlhkého vzduchu [kg/m3] 
ρA Hustota vody [kg/m
3] 
ρB Hustota suchého vzduchu [kg/m
3] 
2(K) 
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